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Prologo
g

En la asignatura Geometria Analitica en Facultad de Ingenieria de la Universidad
Nacional de Cuyo, se implementa un modelo pedagégico conformado por escenarios de
interaccion destinados a promover el desarrollo de habilidades asociadas al pensamiento
complejo y capacidades que aportan a competencias genéricas del perfil profesional de
carreras cientifico-tecnoldgicas. El trabajo con lugares geométricos en el plano y en el
espacio exige el manejo apropiado y simultaneo de aspectos graficos y analiticos que
implican grandes desafios para los estudiantes. Se plantea asi el reto de abrir nuevas
puertas al aprendizaje, que lo potencien y enriquezcan a partir de intervenciones
educativas generadas con actividades y recursos didacticos especialmente disefiados para
tal fin.

En este texto, complemento del texto Geometria Analitica para Ciencias e
Ingenierias, se incluyen actividades para el aprendizaje a desarrollar en determinados
escenarios del modelo pedagdgico del espacio curricular. Se plantean problemas de
aplicacion que resulten de interés y que a la vez se encuentren en un nivel apropiado para
el estudiante en el bloque de formacion basica de su carrera.

En el primer Capitulo se realiza una descripcion de la asignatura, que abarca su
ubicacion dentro de los planes de estudio de las carreras a las que pertenece, los objetivos
y resultados de aprendizaje, los contenidos teérico-practicos, asi como también el modelo
pedagdgico. En el segundo Capitulo se presentan actividades destinadas al trabajo
sincronico en los escenarios de desarrollo de contenidos, tanto en las Aulas Teorico-
Practicas como en las Aulas-Taller de Geometria Analitica. En el Capitulo 3 se presentan
las resoluciones completas, analiticas y gréaficas, de las actividades del Capitulo previo. En
el Capitulo 4, se indican actividades complementarias propuestas para que los estudiantes
elaboren en horario extra-aulico, promoviendo de este modo un incremento del
aprendizaje autbnomo. En el Capitulo 5 se encuentran las respuestas a las actividades
complementarias planteadas en el Capitulo anterior, incluyendo algunas resoluciones
sintéticas y sélo en algunos casos especiales particularmente seleccionados, se presentan
los desarrollos completos. El Capitulo 6 describe un trabajo integrador de contenidos que
incluye las respuestas para su verificacion por parte del lector. En el Capitulo 7, se detalla
una de las actividades de articulacion con otros espacios curriculares, elaborada
especificamente para los escenarios de articulacion de contenidos. Finalmente, se
incluyen las referencias bibliograficas generales y las especificas asociadas al modelo
pedagdgico.

Existen dos apartados especialmente destinados a docentes de otras unidades
académicas interesados en conocer el marco conceptual de la propuesta de trabajo: por un
lado, la descripcion del modelo pedagogico de Geometria Analitica incluida en el Capitulo
1,y por otro, las respectivas referencias bibliogréaficas indicadas en el Capitulo 8.
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AL ESTUDIANTE

iBienvenido al trabajo con la geometria analitica!

En este texto encontraréds el planteo de actividades destinadas a promover la
comprension profunda y la apropiacion de conceptos de la Geometria Analitica del plano
y del espacio, asi como también a favorecer un acercamiento a situaciones de interés de tu
carrera.

Te recomendamos fuertemente realizar una lectura comprensiva previa de los
contenidos tedricos desarrollados en clase y en el texto de referencia, utilizando lapiz y
papel para completar pasos, realizar esquemas o reafirmar conceptos, antes de intentar
resolver los ejercicios. Es muy positivo ademas contar con una calculadora con pantalla
para gréaficas o un computador con algun paquete de representacioén grafica, ya que el
apropiado uso de estos elementos favorece los procesos comprensivos de los conceptos
desarrollados en la resoluciéon de un mayor numero de casos y en situaciones mas
complicadas.

Si bien encontrards apartados con las respuestas a todos los ejercicios aqui
planteados, ya sean resoluciones sintéticas o completas de los mismos, te sugerimos
resolver cada ejercicio en forma completa, realizar los gréaficos en lapiz y papel y verificar
la coherencia gréfico-analitica de tus desarrollos, antes de leer las respuestas.

Las siguientes recomendaciones te facilitaran el camino de resolucion de problemas
de geometria analitica del plano y del espacio:

- Lee cada enunciado detenidamente, extrayendo la informacion relevante para su
resolucion.

- Asigna nombres apropiados tanto a los datos como a las incégnitas.

- Realiza siempre una representacion grafica que facilite la interpretacién del
problema.

- Cuando hayas comprendido el problema y tengas definido un procedimiento de
resolucion, indica claramente todas las expresiones a utilizar.

- Una vez obtenidos los resultados, interpreta la solucion obtenida y verifica la
coherencia gréafica y analitica de los mismos.

- Intenta plantear otra via de resolucion del problema.

- Cuando sea posible, utiliza la aplicacidén de algun software de representacion grafica
para orientarte al momento de dibujar y de interpretar tanto el problema como sus
posibles caminos de resolucién.
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1. INTRODUCCION.

1.1. SITUACION CURRICULAR DE GEOMETRIA
ANALITICA.

Los planes de estudio de las carreras de Ingenieriay de la Licenciatura en Ciencias
de la Computacion estdn organizados en base a una estructura que agrupa espacios
curriculares en diferentes bloques de formacion. En el bloque de Ciencias Bdsicas se
encuentran las asignaturas bésicas instrumentales, que son aquellas que abarcan los
contenidos curriculares y los fundamentos necesarios para el desarrollo de las
competencias l6gico - matematicas y cientificas requeridas para abordar las disciplinas

especificas de la carrera.
Dicho bloque tiene por objetivos, que el estudiante:

e Adquiera los prerrequisitos cognoscitivos, habilidades y actitudes necesarios para
poder iniciar los estudios de las ciencias de la ingenieria y de la computacion, con un

nivel académico universitario de grado.

o Maneje algunos contenidos de iniciacién en el area problemética de las ingenieriasy de

las ciencias de la computacion.
« Resuelva problemas con iniciativa, autonomia y creatividad.

La solida formacion basica no s6lo provee al estudiante de las herramientas
necesarias para abordar otras disciplinas, sino que ademas le brinda al futuro egresado la

capacidad de actualizacion permanente.

Geometria Analitica es una asignatura que pertenece al bloque de Ciencias Basicas.
Se ubica en el primer semestre del primer afo, en los planes de estudio de todas las
carreras de Ingenieriay de la Licenciatura en Ciencias de la Computacion, en Facultad de

Ingenieria de la Universidad Nacional de Cuyo.

La Geometria Analitica permite hallar y estudiar los lugares geométricos del plano
y del espacio de forma sistematica y general. Provee de métodos para transformar los
problemas geométricos en problemas algebraicos, resolverlos analiticamente e interpretar

geometricamente los resultados.
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1.2. OBJETIVOS Y RESULTADOS DE APRENDIZAJE
1.2.1. Objetivos.

Geometria Analitica pertenece al area Matematica dentro del bloque de
formacion de ciencias béasicas y como tal, contribuye a la formacion I6gico-deductiva del
estudiante, a la vez que se promueve el desarrollo y la integracion de conceptos,
habilidades y actitudes necesarios para asignaturas de los restantes bloques de los planes
de estudios y para la formacion general del futuro profesional.

Se busca que el estudiante esté capacitado para: expresar, interpretar y manejar
la geometria del entorno real que transformard mediante sus obras y proyectos;
programar y utilizar aplicaciones informaticas que requieren de computacion geométrica;
y resolver problemas de la geometria analitica del plano y del espacio, necesarios para su
formacidn basica y para abordar temas especificos de los restantes bloques de formacion.

Asi mismo, se desarrollan capacidades que aportan a competencias genéricas del

futuro egresado:

e En la formacion logico-deductiva: comprender conceptos y principios y fundamentar

con profundidad y rigurosidad.

e En la resolucion de problemas de la ingenieria y de ciencias de la computacion:
comprender, aplicar y transferir el conocimiento en ciencias basicas a situaciones

problemas concretas.

e En las habilidades que estimulen la capacidad de anélisis, de sintesis y espiritu critico,
gue despierten su vocacion creativa y entrenen para el trabajo en equipo y la valoracion

de alternativas.
e En las habilidades para la comunicacion oral y escrita.

Siendo que el futuro egresado se desenvolvera en un medio en constante evolucién
es importante estimular la creatividad, la curiosidad, la objetividad y la flexibilidad, asi
como también, asegurar la formacion de profesionales con capacidad conceptual
dindmica, sosteniendo una actitud permanente de actualizacion de conocimientos y

asegurando el aprendizaje con rigor cientifico.
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1.2.2. Resultados de aprendizaje.
Al finalizar el curso de Geometria Analitica el estudiante:

o Construye e interpreta modelos matematicos de lugares geométricos del
plano y del espacio mediante la aplicacién de procedimientos analiticos y geométricos,

para la comprensién y andlisis de situaciones vinculadas a la practica profesional.

o Formula y resuelve problemas geométricos en el plano y en el espacio, a
partir de la identificacién de los datos explicitos e implicitos, la representacion de los
mismos, la identificacién de ecuaciones apropiadas para modelar los lugares geométricos
involucrados y el establecimiento de relaciones, utilizando software de representacion
grafica para orientarse al momento de representar e interpretar tanto el problema como
sus posibles caminos de resolucion, aplicando diferentes estrategias e integrando

contenidos conceptuales, procedimentales y actitudinales.

e  Argumenta, analiza e interpreta resultados obtenidos de problemas
geométricos en el plano y en el espacio, mediante el lenguaje verbal, variados registros de
representacion y el uso de software y/o aplicaciones computacionales interactivas para la
visualizacidn, el analisis y la exploracion, considerando la coherencia gréafico analitica y

evidenciando comprension.

. Comunica con precision y claridad, reflexiva y criticamente, en forma oral y
escrita, tanto la fundamentacion y el procedimiento de resolucién de problemas
geométricos en el plano y en el espacio, como el analisis e interpretacion de los resultados,

contrastando los mismos con modelos establecidos o situaciones reales.

1.3. CONTENIDOS TEORICO-PRACTICOS

La asignatura esta estructurada en 6 unidades didacticas. Se detallan a
continuacion los contenidos incluidos en las mismas, para los programas
correspondientes a las carreras de Ingenieria Civil, Ingenieria Industrial, Ingenieria de
Petréleos, Ingenieria en Mecatronica y la Licenciatura en Ciencias de la Computacion, en
Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Cuyo. Los contenidos que se
desarrollan en el espacio curricular cumplen con los requerimientos de los planes de

estudio en vigencia de las carreras mencionadas.
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Unidad didactica 1: Vectores. Algebra vectorial: Vectores. Adicion de vectores.
Propiedades. Multiplicacion de un vector por un escalar. Propiedades. Espacios
vectoriales reales. Definicion. Ejemplos. Propiedades. Combinacion Lineal. Dependencia
e independencia lineal. Conjunto generador. Base. Dimension. Coordenadas de un vector
respecto de una base dada. Mdédulo o norma de un vector. Vector unitario. Cosenos
directores de un vector. Producto escalar. Propiedades. Angulo entre dos vectores.
Condicion de ortogonalidad. Proyeccion ortogonal de un vector sobre un eje. Producto
vectorial. Propiedades. Producto mixto. Propiedades. Bases ortonormales. Aplicaciones

con software. Aplicaciones en Ciencias e Ingenierias.

Unidad didactica 2: Planos y Rectas: Planos. Distintas formas de la ecuaciéon de un plano.
Distancia de un punto a un plano. Posiciones relativas de dos planos. Angulo entre dos
planos. Familias de planos. Familias de planos que pasan por la interseccion de dos planos
dados. Rectas en el plano y en el espacio. Distintas formas de la ecuacién de la recta.
Posiciones relativas de dos rectas. Distancia de un punto a una recta. Distancia entre dos
rectas. Angulo entre dos rectas. Angulo entre recta y plano. Familias de rectas. Familias
de rectas que pasan por la interseccion de dos rectas dadas. Aplicaciones con software.

Aplicaciones en Ciencias e Ingenierias.

Unidad didactica 3. Conicas: Definicion general de cénica. Circunferencia. Ecuaciones
parameétrica, vectorial y cartesiana de la circunferencia. Traslacion de los ejes
coordenados. Ecuacion general de la circunferencia. Familias de circunferencias.
Parabola, elipse e hipérbola: ecuaciones vectoriales, cartesianas, paramétricas. Familias
de parabolas, de elipses y de hipérbolas. Traslacién de ejes coordenados. Ecuaciones
generales. Posiciones relativas entre una recta y una conica. Ecuacién de la recta tangente
a una conica por un punto perteneciente a la mismay por un punto exterior. Propiedades
y aplicaciones de las conicas. Aplicaciones con software. Aplicaciones en Ciencias e

Ingenierias.

Unidad didactica 4. Superficies: Superficie esférica. Plano tangente a una esfera.
Superficies cilindricas. Superficies conicas. Superficies regladas. Superficies de

revolucion. Superficies cuadricas con y sin centro. Elipsoide. Hiperboloide de una hoja.
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Hiperboloide de dos hojas. Paraboloide eliptico. Paraboloide hiperbodlico. Aplicaciones

con software. Aplicaciones en Ciencias e Ingenierias.

Unidad didéactica 5. Lugares Geomeétricos en Coordenadas polares, cilindricas y esféricas:
Sistema de coordenadas polares. Relaciones entre coordenadas cartesianas ortogonales y
coordenadas polares. Ecuaciones polares de rectas y circunferencias. Ecuaciones polares
de las cdnicas. Graficas de ecuaciones en coordenadas polares. Otras curvas: espirales,
lemniscatas, caracoles, rosas. Coordenadas cilindricas. Relaciones entre coordenadas
cartesianas ortogonales y coordenadas cilindricas. Coordenadas esféricas. Relaciones
entre coordenadas cartesianas ortogonales y coordenadas esféricas. Ecuaciones de
superficies en coordenadas cilindricas y esféricas. Aplicaciones con software. Aplicaciones

en Ciencias e Ingenierias.

Unidad didactica 6. Rotaciones y traslaciones en el plano y en el espacio: Ecuacién general
de segundo grado en 2 variables: forma matricial; forma cuadréatica asociada; rotacion de
los ejes coordenados; teorema de los ejes principales. Identificacion de secciones conicas.
Ecuacion general de segundo grado en 3 variables: forma matricial; forma cuadrética
asociada; rotacion de los ejes coordenados; teorema de los ejes principales. Identificacion
de superficies cuadricas. Aplicaciones con software. Aplicaciones en Ciencias e

Ingenierias.

1.4. MODELO PEDAGOGICO DE GEOMETRIA
ANALITICA.

En la asignatura Geometria Analitica en Facultad de Ingenieria de la Universidad
Nacional de Cuyo, se implementa un modelo pedagdgico constituido por diferentes
escenarios de interaccion [Raichman y Mirasso, 2018], tales que a partir de una
equilibrada y coherente articulacion de actividades significativas de aprendizaje [Molina
y Prieto Castillo, 1997] definidas en cada uno de ellos, favorezca en los estudiantes la
apropiacion de conceptos y procedimientos propios de la geometria analitica plana y
espacial, asi como también el desarrollo de capacidades asociadas a competencias
genéricas del perfil profesional [CONFEDI, 2018].
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1.4.1. Escenarios de desarrollo de contenidos en Geometria
Analitica

Los escenarios de desarrollo de contenidos estan constituidos por el Aula Teorico-
Practicay el Aula Taller [Raichman y Totter, 2008; Raichman y Totter, 2010]. El eje del
trabajo en el aula Tedrico-Practica lo constituye el desarrollo de contenidos conceptuales
y procedimentales en clases participativas e interactivas, en el marco de la ensenianza para
la comprensiéon [Perkins, 1999]. Las demostraciones y resolucion de problemas se
elaboran en conjunto entre el docente y los estudiantes, en base a variados registros de
representacion y un trabajo de preguntas y respuestas, alternando con variadas
actividades bajo el enfoque del aprendizaje activo [Felder y Brent, 2003].

Por otra parte, el Aula-Taller, constituye un escenario alternativo de interaccion, donde se
genera un modelo de trabajo en equipos desde la perspectiva del aprendizaje colaborativo
[Felder y Brent, 2007], potenciando la comprension profunda, la integracion y la
aplicacion de contenidos y la transferencia de los mismos a situaciones que los acerquen
a problemas reales. En cada grupo de Aula - Taller los estudiantes trabajan divididos en
equipos de 4 a 6 integrantes, resolviendo los problemas indicados por el docente, quien
realiza el seguimiento permanente de los avances logrados [Raichman y Totter, 2008].
Los problemas son seleccionados a partir de una guia de trabajos préacticos
especificamente elaborada para este escenario de aprendizaje. En algunos casos la sesién
de Aula-Taller se inicia con una actividad de recuperacion de saberes previos, en la que se

entrega a los estudiantes un cuestionario de rapida resolucion.

Se estimula a los estudiantes a realizar inferencias, generar hipétesis, formular
preguntas, organizar ideas para luego explicarlas y justificarlas a los otros. Se promueve
la comunicacion oral a través de la exposicion del desarrollo de la solucién obtenida por
parte de los representantes de cada equipo. Se alienta un trabajo de interaccion y de
discusion de diferentes caminos de solucion del problema, no sélo hacia el interior de cada
equipo, sino también entre los expositores y el resto de los estudiantes. Las exposiciones
finalizan con las palabras del docente, quien sefiala aspectos relevantes de cada uno de los
problemas resueltos y atiende inquietudes que puedan surgir. EI debate moderado por el
docente promueve la discusion de distintas vias de solucién del problema, en un ambiente
de trabajo ameno, con un alto nivel de compromiso y pertenencia [Raichman, et.al.,

2014]. El estudiante, participe activo del proceso, se apropia del espacio en el cual es
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escuchado y respetado. Se genera asi una comunidad de aprendizaje, con una cultura de

trabajo propiay especifica de cada Aula - Taller.

Teniendo en cuenta que la seleccion de un material de estudio apropiado entre
variados textos con lenguajes simbdlicos y enfoques diferentes es una tarea para la cual el
estudiante recién ingresante, en general no esta aun preparado para realizar, el texto de
catedra es un valioso y necesario recurso para los escenarios de desarrollo de contenidos
[Raichman y Totter, 2016]. Las guias de actividades incluidas en este texto, referidas a
ejercicios y problemas a resolver en el Aula Tedrico-Practicay en el Aula-Taller, asi como
también los ejercicios complementarios, constituyen otro recurso importante en estos
escenarios. Se plantean problemas de aplicacion que resulten de interés y que a la vez se

encuentren en un nivel apropiado para el estudiante del primer semestre de primer afo.

1.4.2. Escenarios de tutorias en Geometria Analitica.

En la modalidad de trabajo de Aula - Taller de Geometria Analitica es posible
incorporar las tutorias de pares. El rol asignado a los ayudantes alumnos es el de
acompanar a los estudiantes en la apropiacion de conceptos y procedimientos. En dicha
tarea, es importante que sea acompafiado por el docente a cargo del Aula-Taller en su
compromiso de guiar en la construccion reflexiva del conocimiento, planteando preguntas
y estableciendo relaciones, que favorezcan la integracién del nuevo conocimiento con los
saberes previos. Se busca la reflexion individual del estudiante sobre el conocimiento y
gue lainteraccion con sus iguales promueva la profundizacién de saberes, la confrontacion
de percepciones y distintas vias de solucién del problema planteado [Raichman, et.al.,
2017].

1.4.3. Escenario virtual de aprendizaje en Geometria Analitica

Los escenarios virtuales de aprendizaje implican el disefio e implementacion de
actividades con materiales de educacion a distancia mediados pedag6gicamente [Ozollo y
Orlando, 2006]. Las plataformas educativas virtuales constituyen tanto una tecnologia
transmisiva como colaborativa e interactiva, con una gran variedad de recursos
disponibles, que brindan ademas a los docentes la posibilidad de realizar seguimiento de
numerosos indicadores [Raichman, et. al., 2013]. Las intencionalidades educativas

especificas de estos escenarios en carreras de Ingenieria son [Totter y Raichman, 2009]:
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guiar a los estudiantes en las actividades extra-aulicas; favorecer los procesos
comprensivos de conceptos complejos, poniendo a disposicion de los estudiantes recursos
y actividades para tal fin; promover el desarrollo de habilidades tecnoldgicas y

comunicativas; promover la autonomia en el aprendizaje.

Se dispone de un Espacio Virtual de Geometria Analitica dentro del Aula Abierta
de Facultad de Ingenieria, en el que se encuentran recursos y actividades disefiadas
especificamente, a los efectos de favorecer los procesos comprensivos y reflexivos de los
estudiantes. Para cada semana se ponen a disposicion de los alumnos recursos especificos
mediados pedag6gicamente, de acuerdo a los contenidos a abordar. En primer lugar, una
Guia de Estudio y Actividades para ordenar los pasos a seguir, con indicaciones detalladas
de lecturas en el texto Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias y actividades
incluidas en el presente texto y en el texto Geometria Dindmica para Ciencias e
Ingenierias. Se promueve de este modo el trabajo autonomo y autorregulado de los
estudiantes en las actividades asincronicas a partir de las Guias de Estudio y Actividades,
con la apropiada guia y acompafiamiento docente en las actividades sincronicas y en los

horarios de consultas.

1.4.4. Escenarios de exploracion y experimentacion en Geometria
Analitica.

Los escenarios de experimentacion y exploracién se incluyen en actividades
sincrénicas dentro de los escenarios de desarrollo de contenidos y en actividades
asincronicas en el escenario virtual de aprendizaje implementado en el Aula Abierta de
Facultad de Ingenieria de la Universidad Nacional de Cuyo. Los recursos didacticos para
la exploracion y la experimentacion se refieren tanto a las aplicaciones informaticas
interactivas [Raichman y Totter, 2017] que permiten al estudiante explorar libremente y
trabajar segun sus propios ritmos de estudio, como a los dispositivos experimentales
[Raichman, et.al., 2018]. En el caso de estos Gltimos, se busca, mediante la manipulacion,
observacion y exploracion sobre objetos concretos, favorecer la apropiacion de modelos
matematicos de los lugares geométricos en estudio. Las actividades disefiadas con estos
recursos estan destinadas a potenciar la comprensién y resolucion de problemas en el
espacio tridimensional. Los resultados se refieren a los cambios en las producciones

gréaficas de los estudiantes, en las asociaciones entre las representaciones gréaficas y las
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expresiones analiticas de los lugares geométricos y en la resolucion de problemas que los

involucran.

1.4.5. Escenarios de articulacion en Geometria Analitica.

Se realizan actividades de articulacion con otras asignaturas: Analisis Matematico
I, Calculo Numérico y Computacion, Analisis Matematico 11, Estabilidad Il e Introduccion
a la Programacion [Raichman y Pacini, 2017]. Los recursos didacticos se refieren a las
guias de trabajo especificas en las que se plantean a los estudiantes las actividades a
realizar en el marco de la articulacion definida, o bien a los ejercicios acordados entre los
responsables de las asignaturas y que son incluidos en las guias de trabajos practicos. La
generacidn de escenarios de articulacién promueve el trabajo en equipo de docentes de
diferentes espacios curriculares para el disefio e implementacién de una innovacién
educativa compartida, diversificando los contextos de aprendizaje de un mismo

conocimiento e incrementando asi las vias para su recuperacion.

1.4.6. Escenarios de integracion de contenidos en Geometria
Analitica.

A partir de la resolucién de un problema integrador seleccionado se busca que los
estudiantes: planifiquen y desarrollen estrategias para la resoluciéon de problemas
geomeétricos a partir de la identificacion de los datos, la representacién de los mismos y el
establecimiento de relaciones, integrando los conocimientos adquiridos en una situacion
concreta; analicen e interpreten resultados; sean metddicos en la exposicion y en el
registro de la informacién; se comuniquen con precision y claridad en forma oral y escrita.

En los diferentes escenarios se integran ademas, actividades y recursos destinados
a promover la autonomia en el aprendizaje y la metacognicién [Raichman y Mirasso,
2018].
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2. ACTIVIDADES
2.1. ESPACIOS VECTORIALES.

1. Dado el conjunto V= {(x, y) / x e R e y € R }, espacio vectorial respecto de las

operaciones definidas como:
Suma: (x1, y1) + (x2, y2) = (x1 + x2, y1+y2) ; Producto por un escalar: k(x,y) = (kx, ky)
a) Escriba al vector w = (1.5, 0.5) como combinacién lineal de los vectoresu = (1,1) y

v = (-1, 1). Represente graficamente y valide su respuesta con el Recurso Geométrico
Interactivo RGI - Combinacién Lineal del Capitulo 1 de Espacios Vectoriales en el Libro
Interactivo Geometria Dindmica.

b) Escriba al vector w como combinacion lineal de los vectores u = (1, 1) y r = (-2, -2).
Valide su respuesta con el Recurso Geométrico Interactivo RGI - Combinacién Lineal del
Capitulo 1 de Espacios Vectoriales en el Libro Interactivo Geometria Dinamica.

c) Obtenga el vector ¢ = (cy, c2), siendo: e =3 u + 2 v.
d) Determine el conjunto que genera B: = {u; v}. Justifique su respuesta.
e) Determine el conjunto que genera B2 = {u; r} Justifique su respuesta.

f) Indique, justificando su respuesta, si el conjunto B: es conjunto linealmente
dependiente (LD) o conjunto linealmente independiente (LI).

g) Indique, justificando su respuesta, si el conjunto Bz es conjunto LD o conjunto LI.
h) Justifique si los conjuntos B1y B2 son base de V.

i) ¢Cudl es la dimensidn de cada uno de los espacios generados por los conjuntos B1 y
B2? ;Por qué?

2. Dados los siguientes vectores: a=(-8,4);b=(2,-2);c=(-1,0)
a) Indique, justificando su respuesta, si el conjunto {a; b; ¢} es conjunto linealmente
dependiente o conjunto linealmente independiente.

b) Elija un conjunto de vectores que resulte base de R 2. Justifique su respuesta.

c) Escriba al vector a como combinacion lineal de los vectores b y c¢. Represente
graficamente.

d) Determine gréafica y analiticamente las coordenadas del vector a en la base
B3 = {b; c}, es decir (a)s3
e) Relacione las respuestas obtenidas en c) y en d).

3. Dado el conjunto A ={(1, 3, 1); (0, 2, -1); (O, O, 5)}

a) Determine si el conjunto A es base de R 3. Justifique su respuesta.
a) Halle las coordenadas del vector v = (2, 0, 1) en dicha base.
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b) Indique, justificando su respuesta, si el conjunto
{(1, 3,1); (0, 2,-1); (0,0, 5); (2,0, 1)} es conjunto LD o conjunto LI.

4. Indique justificando su respuesta cuales de los siguientes conjuntos de vectores,

constituyen una Base de R2:
a) {(_3’ 2! 0)’ (1! 0! _1)} ; b) { (2! 2)’ (4! 4) }s
C) {(21 1)1 (_l’ 3)1 (0, 3)} ; d) { (l! _2)’ (O! 5) }

5. Dado el conjunto V={(x,y,z) / xe R, Y ¢ R, Z¢ R }, espacio vectorial respecto de las

operaciones definidas como:

Suma: (x1, y1, z1) + (2, Y2, z2) = (1 + x2, y1 + y2, z1 + 22) ;
Producto por un escalar: k(x, y,z) = (kx, ky, kz)

a) Indique la base canoénica del mismo.

b) Obtenga un vector w tal que w = 5v, siendo v = (-1, 3, 2)

c) Explique por qué el conjunto de vectores {v; w; a} no es base del espacio, cualquiera
gue sea el vector a.

d) Indique una base del espacio vectorial que no sea la base candnica. Justifique su
respuesta.
e) Encuentre las coordenadas de v y de w en la base del inciso (d).

6. Dado el conjunto S={(x,y) /y=4x;xcR}

a) Verifique que es un subespacio vectorial de R2. Interprete geométricamente.

b) Justifique porqué el conjunto B ={(1, 4)} es conjunto generador de S.

c) ¢Cuél es la dimension de S? ¢Por qué?

d) Dado el conjunto D ={(x,y) / y = 4x + 3 ; x ¢ R }, indique si es 0 no un sub-espacio
vectorial de R 2. Justifique su respuesta. Interprete geométricamente.

7. Indique justificando su respuesta cuales de los siguientes conjuntos de vectores,

constituyen una Base de R3:
a) {(21 _11 0)1 (_11 01 4)}

b) {(2,1); (-3, 0); (3,-2)}
C) {(2’ 3! _2)1 (0’ 0’ 0)1 (21 _4! 8)}
d) {(4,0,0); (1,-3,0); (-2,6,5)}

8. Indique los conjuntos generados por cada uno de los siguientes conjuntos de vectores

linealmente independientes de R3:

a){u} ; b){u;v} ; o){uw;v;w}
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9. En un sistema coordenado xy, realice el siguiente procedimiento:

a) Ubique el punto inicial A(-2, 1), a partir del cual grafique el vector w= (0, 2.5).
b) Ubique el punto C(2, 2), punto inicial de los vectores vs= (2, 1.5) y v== (-0.5, 1).
c) Por el punto A trace una linea paralela a la direccion dada por el vector vs.

d) Por el punto extremo final del vector w trace una linea paralela a la direccion dada por
el vector vs.

e) Determine graficamente los escalares ki y k2 que permiten escribir al vector w como
combinacion lineal de los vectores v: y v=. Compare con la solucion analitica.

f) Indique, justificando su respuesta, si modificando las coordenadas de A y/o C se
modifica su respuesta.

g) Indique, justificando su respuesta, si el conjunto {v: ; v=} generaa R 2.

h) Justifique que el conjunto B={v: ; v=} es base de R? y determine las coordenadas de w
en dicha base.

i) Indigue las coordenadas del vector u sabiendo que (u)s=(-2,3).

j) Utilice el Recurso Geométrico Interactivo RGI-Combinacién Lineal para verificar las
respuestas (a) a (e) y el RGI-Cambio de base para verificar la respuesta. [Libro Interactivo
Geometria Dinamica).

2.2. VECTORES GEOMETRICOS PRODUCTO ESCALAR.

10 Sea v un vector de R 3:

. . V2 1
a) Determine cos o, Sicosp = - ycosy=
b) Encuentre un vector unitario que tenga la misma direccion y sentido que el vector u =

(4, 44/2,4). Compare con la respuesta del inciso (a).
c) Encuentre las componentes del vector w, si ||w||= 4y su versor es el vector v del inciso

(a).
11 Dados los vectoresa = (4, 3), b=(-2,6) y ¢ = (x, y).

a) ¢Cuales son las coordenadas del vector ¢ si es (a + b) . ¢ = 15 y ademas el vector ¢ es
perpendicular al vector b?

b) Represente graficamente y verifique su respuesta.
¢) Indique, justificando su respuesta, si cada uno de los siguientes conjuntoses LD o LI:
ci) {a;b} ; cii) {b;ec} ; cii) {a;b;a+b} ; civ) {a;b;c}
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12 Dos cuerdas, AB y CB, sujetan un cable vertical en B (3,3) que soporta un objeto. Las
cuerdas estan fijas en los puntos A (0,6) y C (7,7). Las distancias estan medidas en metros.
En el punto B actua una fuerza vertical hacia abajo de 4 kN.

a) Represente graficamente e indique las componentes de los vectores AB, CB, y F.

b) Determine las longitudes de ambas cuerdas.

c) Evalle el vector proyeccion del vector fuerza F en la direccion de cada una de las dos
cuerdas.

13 Dados los vectoresa = (4, -1, -4) y b=(1, 1, 2) :

a) Halle la proyeccién ortogonal del vector a en la direccion del vector b.
b) Determine el vector proyeccion de a en la direccién del vector b.

14 Dados los vectores u=(3/5, 4/5) y v=(4/5, -3/5),

a) Evalde el angulo que ellos forman.

b) Calcule la proyeccién del vector w = (3,9) en la direccion del vector u y la proyeccion
de w en la direccion del vector v.

¢) Indique, justificando su respuesta, si {u ; v} es 0 no una base ortonormal (BON) de R2.

d) Determine gréafica y analiticamente las coordenadas del vector w = (3,9) en la base
definida por los siguientes vectores: B = {u ; v}

e) Compare los valores obtenidos en (b) y (d). ¢Qué conclusiones obtiene?
f) Represente graficamente todos los vectores y verifique sus respuestas analiticas.

15 Sean los vectores a=(1,-1, 2) y b=(2, 1, -1) :

a) Encuentre un vector ¢, no nulo, que sea combinacién lineal de a 'y de b y perpendicular
al vector a. ¢Es unico dicho vector ¢? Interprete geométricamente.

b) Encuentre un vector unitario o versor en la direccion del vector a.

¢) Indique, justificando su respuesta, si cada uno de los siguientes conjuntoses LD o Ll e
identifique el espacio generado por cada uno de ellos:

ci) {a;b;c} ; cii) {a;b};, cii) {a}

16 Demuestre que el vector proyeccion w de un vector dado u sobre la direccion de

uv v

otro vector dado v no nulo, esta dado por: w = Tl ol

17 Dados los vectores a=(1,2), b=(0,-2) y w=(-4,2) :

a) Determine el vector proyeccién del vector w sobre la direccidn del vectorv=2a + b
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b) Represente graficamente todos los vectores del inciso anterior y verifique su respuesta
analitica.

¢) Verifique su respuesta empleando el Recurso Geométrico Interactivo RGI—-Proyeccion,
en el [Libro Interactivo Geometria Dinamica]. En dicho Recurso se designa componente
de w en la direccion del vector v, al valor de k tal que:

w.o
vl

d) Indique, justificando su respuesta, si cada uno de los siguientes conjuntoses LD o Ll e
identifique el espacio generado por cada uno de ellos:

di) {a,b,2a-b} ; dii) {w,v} ; dii) {w,b} ; d.iv){Proy,w;v}

Proy wv=m=kv.Esdecir, k =

18 La columna de una antena de 5m de altura esté colocada sobre el eje z. Esta sostenida

por tres tensores que parten del extremo superior y se dirigen a los puntos P1 (-5, -5, 0)
m, P2 (0, 5, 0) my P3 (10, -5, 0) m. Los tensores ejercen sobre la columna una fuerza de
750 N, vertical hacia abajo.

a) Demuestre que los tensores son mutuamente perpendiculares.

b) Indique una base ortonormal de R3 cuyos vectores tengan las direcciones de los tres
tensores.

c) Determine la proyeccion del vector fuerza F en la direccion de cada uno de los tres
tensores.

d) Verifique que se cumple el Teorema de Pitagoras en R3 para las componentes
ortogonales del vector F en las direcciones de los tensores.

2.3. PRODUCTO VECTORIAL. PRODUCTO MIXTO.

19 El vector momento de una fuerza_ f'se define como m = OP A f, siendo OP el vector

posicion del punto de aplicacion de la fuerza.

a) Encuentre el vector momento de la fuerza f= (20, 40, 30) N, aplicada en el punto de
coordenadas P (3, 1, 3) m.

b) Verifique que el vector momento es perpendicular tanto al vector fcomo al vector OP.

20 Dados dos vectores cualesquiera u y v:

a) Encuentre una expresion que permita calcular el area del paralelogramo que tiene a los
vectores como lados. Justifique la respuesta.

b) Dados los vertices P (1, -2, 3), Q (2, 2, 1) y R (O, 4, -1) del paralelogramo PQRS,
determine coordenadas para el vértice Sy calcule el area de dicho paralelogramo.

21 El producto vectorial entre dos vectores puede reiterarse multiplicando

vectorialmente por otro vector. Esta operacién se llama doble producto vectorial.
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a) Resuelva el siguiente producto doble vectorial y verifique que el vector que resulta es
perpendicular al vector a y al vector (b A ¢):

d=anr(bnrc),siendoa=-2i+k;b=j-k;c=21+3).
b) Indique, justificando su respuesta, si cada uno de los siguientes conjuntos es LD o LI:
b.i) {a,b,c} ; bii){b,c,bac} ; biii) {b,c,an(brc)}

22 Dados tres vectores cualesquiera u, v, w

a) Demuestre la forma de calcular el volumen del paralelepipedo que tiene a los tres
vectores como aristas concurrentes.

b) Dados los puntos A (0, 1,1),B(-2,1,1),C(4,1,0)y D (3, 5, 2), calcule el volumen del
prisma de base triangular de aristas AB, ACy AD.

23 Se quiere realizar una excavacion en el area definida por los puntos A (0,2,1),

B(0,8,0), C(3,6,0) y D(3,0,1), de 4 metros de profundidad medidos desde el punto B (o C).

a) Represente graficamente y determine las coordenadas de los puntos que definen la zona
de excavacion.

b) EvalGe el volumen de tierra a extraer.

24 Dados los vectoresa = (4,-2,3)y b= (2, 0, -1):

a) Calcule el vector w resultado del producto vectorial entre los vectores ay b.
b) Compruebe que el vector w es perpendicular a cada uno de los vectores dados.
¢) lIdentifique el espacio generado por cada uno de los siguientes conjuntos de vectores:

c.i){a,b} ; c.ii{a, b, an b}

25 Para los vectores dados: a=(-2,1,2),b=(3,1,0)yec=(, 3, 0),

a) Verifique la siguiente identidad: aAr (bArc)=(a.c)b—- (a.b) c
b) Interprete geométricamente la identidad dada en el inciso anterior e indique,
justificando su respuesta, si el conjunto {b, ¢, a A (b A ¢)} es base de R3

26 Una fuerza puede trasladarse sobre su recta de accion. Teniendo en cuenta ello,
demuestre que el vector momento de una fuerza no depende del punto de aplicacion de la
misma.

27 Dados los vectores a = (1,2,3), b= (3,-2,1),c=1+3j -6 k

a) Determine el vector v, sabiendo que v es perpendicular a los vectores a y b, y satisface
ademas la condicion v. ¢ = 40

b) Indique, justificando su respuesta, si los vectores a, b y v forman una base de R3.
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28 Sean los vectoresa = (2, 3,5),b=(2,3,2)y ¢ = (- 4, a, —10).

a) Halle el valor de a de modo que el producto mixto de los vectores dados sea nulo.
b) Indique, justificando su respuesta, si los vectores a , by ¢ forman una base de R3.

29 Dados los puntos A(9,0,0), B(0,9,0), C(0,0,9) y D(0,0,0):

a) Calcule el volumen del tetraedro ABCD.
b) Represente graficamente.

30 La Figura muestra una estructura de acero definida por los puntos: A(4, O, 10)m;

B(O, 0,10)m; C(4,0,5m; D(O, 0, 5)m; E(4, 0, 0)m; F(0, 0, 0) y H(2, 3, 0)m. Sobre la
misma se encuentran aplicadas dos fuerzas P en la direccion y sentidos indicados, cuyo
maodulo es de 1000N. A partir de la utilizacion de operaciones exclusivamente vectoriales
resuelva los siguientes incisos:

a) Encuentre la superficie del panel ABFE.

b) Encuentre el vector proyeccion ortogonal de una fuerza P sobre el puntal HC.
c¢) Halle el angulo comprendido entre los puntales HC y HD

d) Halle el volumen del espacio comprendido entre los puntosC, D, F,Ey H

Figura 2.1. Estructura del Ejercicio 30.

2.4. PLANOS

31 Un plano pasa por los puntos A(-1, 1, 0), B(2, -3,4) y C(-3, 1, 1).

a) Encuentre las distintas formas de su ecuacién: general, normal, segmentaria, vectorial
paramétrica y cartesianas paramétricas.

b) Escriba las ecuaciones de los siguientes lugares geomeétricos y represente graficamente:
plano paralelo al plano yz que pasa por el punto B; plano paralelo al plano xy que pasa por
el punto C.
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32 Dados los planos:

m: 2x—y+z—3=0

my: x—22+6=0

s (x,y,z) =(3,0,1) +t(2,0,—4) + k(2,5,1,) t,k €R

a) Indique, justificando su respuesta, dos de los planos dados que sean paralelos.

b) Indique, justificando su respuesta, dos de los planos dados que sean perpendiculares.
c¢) Determine la interseccion del plano m; con los planos coordenados (trazas).

d) Represente graficamente y verifique todas sus respuestas.

33 Dada la ecuacion del plano r;: [OP — (2, -1, 5)].(-3, 0, 1)=0

a) Determine la ecuacion de un plano r,, paralelo a m; que pase por el punto Q (9,0,1). ¢Es
anico?

b) Determine la ecuacion de un plano w5, perpendicular a m; que pase por el punto
R(2,7,0). ¢Es Unico?

34 Dados los planos:

m: 2x—y+z+1=0

My x+2y—z—4=0

a) Usando el concepto de familia de planos, encuentre la ecuacion del plano w3 que pasa
por la interseccion de los planos dados y por el punto Q (-1, 1, 1).

b) Determine el angulo que forman los dos planos dados.

¢) Halle la ecuacién del plano m, normal a los dos planos dados y que pasa por el punto Q.
Encuentre el punto de interseccion entre estos tres planos.

35 Dadoel planoOP =(3,2,4) + u (2,4, 2) + B (6, 4, 8) upekR

a) Indique las coordenadas de dos puntos del plano dado.
b) Calcule la distancia desde el punto A (1, 3, 3) al plano dado.
¢) Encuentre las ecuaciones de los planos que disten 3 unidades del plano dado.

36 Determine si los puntos A (1, 2, 3),B (0,1,0),C (0,0,1) y D (0, 1, 1) pertenecen a

un mismo plano. Justifique su respuesta.

37 Dado el plano de ecuacion 7: 5x + 5y +z-5=0:

a) Calcule el angulo que forma el mismo con el plano xy;

b) Calcule el volumen del tetraedro determinado por el plano 7y los planos coordenados.
Represente graficamente.

c¢) Calcule la distancia desde el punto Q (5,3,1) al plano dado.
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38 Dadoslos planos: m; : 2x-4y+2z-3=0 y m,:2x+6y-z-26=0
a) Encuentre la ecuacion del plano 3 que pasa por el punto R (1, 4, 3) y por la interseccion

de los dos planos dados, usando el concepto de familia de planos.

b) Determine la ecuacién del plano m, perpendicular a los dos planos dados que contenga
al origen de coordenadas.

¢) Indique, justificando su respuesta, si el plano m, pertenece a la familia de planos que
pasa por la interseccion de m; y 7,

39 a) Escriba la ecuacion de la familia de planos que pasan por la interseccion del plano

xy y el plano xz. Represente graficamente dos planos de dicha familia.

b) Determine la ecuacion del plano que pertenece a dicha familia y es plano bisector de
ambos planos coordenados. Represente graficamente.

40 Dada la siguiente ecuacion vectorial paramétrica del plano 7z, :

7, :OP=(1,2,00+u(1,4,-2)+ (3,0, 2) I PeR
a) Determine las coordenadas de dos puntos que pertenezcan a dicho plano.

b) Halle la ecuacion cartesiana de un plano 7, que sea perpendicular al plano dado 7, ,

gue sea paralelo al eje z y que ademas pase por el origen de coordenadas. Justifique su
respuesta.

c) Verifique sus respuestas utilizando el Recurso Geométrico Interactivo RGI-Posiciones
relativas entre planos. [Libro Geometria Dinamical.

2.5. RECTAS

4 1 Rectas en R2. Halle las ecuaciones de las siguientes rectas y represente graficamente:

a) Larecta que pasa por el punto A (3,1) y es paralela a la recta determinada por los puntos
b) La recta que pasa por el punto Q (2, 2) y es perpendicular a la recta dada en el inciso
anterior.

42 Familia de rectas en RZ?:

a) Obtenga la ecuacion de la familia de rectas que tiene ordenada al origen b = —4.
b) Calcule el angulo entre lasrectasL1: 3x—-3y+1=0 y L2: x=-y-3

¢) Encuentre la ecuacion de la familia de rectas que pasan por la intersecciéon de las dos
rectas dadas en el inciso anterior.

d) Represente graficamente y verifique las respuestas anteriores.
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43 Rectas en R3

a) Halle la ecuacion vectorial paramétrica, cartesianas paramétricas y simétricas de la
recta L1 que pasa por el punto Q(2,2,-2) y es paralela al vector v =(2,-1,3).

b) Halle la interseccion de la recta Li con los planos coordenados.

¢) Encuentre dos puntos de la recta L1, distintos a los determinados en el inciso anterior.
d) Determine el angulo que forma la recta L1 con la recta:

x=4-2t, y=3+2t, z=-7+3t, teR,

e) Calcule la distancia de la recta L1 al punto M (4, -1, 3).

x=2-2t

44 Seanlasrectas: L;:{ y=—-1+2t teR Lz:{

z=—-1+4t

a) Encuentre la ecuacién vectorial paramétrica y las ecuaciones simétricas de la recta Lz.
Identifique los nUmeros directores.

b) Indique justificando su respuesta, si las rectas dadas son paralelas, secantes
(incidentes) o alabeadas. Determine la distancia entre ambas o el punto de interseccion,
segun corresponda.

c) Determine la ecuacion de la recta L3 que es perpendicular simultaneamente a las rectas
L1y L2y que pasa por el punto Q (1,-5,3).

—x+y+1=0
—6y+3z—3=0

45 Encuentre la proyeccién del punto Q (2,2,2) sobre el plano 2x + y — z+ 6 = 0 paralela

a la direccion dada por el vector v = (1,1,-2).

46 Halle las distintas formas de la ecuacion de la recta que es perpendicular a la recta

OP=(2,4)+t(4,-3); t e Rypasapor el punto Q (2,1). Represente graficamente.

47 Dadas las rectas y=3 e y=-x
a) Halle la ecuacion de la recta que pasa por el punto P (2, 5) y por la interseccién de las

rectas dadas usando el concepto de familia de rectas.
b) Represente graficamente.

48 Dadas las siguientes rectas:

Li: OP=(1,1,-1)+t:(2,3,1) e R y L2: OP=(-1,-2,-2)+t2(1,4,2) ;t2e R
a) Demuestre que las rectas L1y L2 se cortan en un punto.

b) Halle las coordenadas del punto de interseccion.

¢) Determine la ecuacion del plano que ellas definen.

d) Calcule el &ngulo que forman las dos rectas.
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49 Distancia entre un punto y una recta en R3.

a) Encuentre una expresién que permita calcular la distancia entre un punto y una recta
en R3. Justifique su desarrollo.

X=1+t
b) Calcule la distancia entre el punto Q(-2, 3,5) ylarectalLi: {y=2+3t teR
z=-1+4t

50. Dadoel plano 7, :2x-y+2+3=0

a) Escriba la ecuacién vectorial paramétrica de la recta L1 que es perpendicular al plano s
y pasa por el punto Q (-1,3,6).

b) Determine si la recta L2: (x,y,z) = (0,1,1) + k (-4,0,8), k € R, y el plano /11 son paralelos,
0 se cortan en un punto, o la recta esta contenida en el plano. Justifique su respuesta

51 Una via férrea pasa por los puntos Q1 (20, 5, 0) y Q2 (0, 30, 0.5) en un tramo recto en

el que existe una linea aérea de distribucion de electricidad que pasa por los puntos R1 (O,
10,5.5) y R2(200, 10, 0.5). Indique si la via férrea y la linea de distribucion de electricidad
son paralelas o alabeadas y determine la minima distancia entre ambas.

52 a) Indique la ecuacion de la familia de planos con traza comun en el plano xy la

recta: 2x + y — 8 = 0. Represente graficamente dos planos de dicha familia.

b) Indique la ecuacién vectorial paramétrica de la traza dada en el inciso(a).

¢) Escriba las ecuaciones de los siguientes lugares geométricos y represente graficamente:
c.1. plano paralelo al plano xy que pasa por el punto Q (2,-3,5);

c.2. plano perpendicular al plano xy que pasa por los puntos A (4,0,0) y B (0,8,0);

c.3. ecuacion vectorial paramétrica de la recta interseccién de ambos planos.

d) Verifique sus respuestas graficando los lugares geométricos en GeoGebra y utilizando
los comandos Producto Vectorial y Plano Perpendicular. Utilice las distintas vistas para
ayudarse en la visualizacion.

53 Dadoel planom; : 4y +3z-24=0

a) Determine la posicion relativa entre el plano dado y el eje x. Represente graficamente.

b) Calcule la distancia entre el plano dado y el eje x, o bien el punto de interseccion entre
ambos, segun corresponda.

¢) Verifique sus respuestas graficando los lugares geométricos en GeoGebra y utilizando
los comandos Perpendicular, Interseca y Distancia.
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2.6. CIRCUNFERENCIAS

54 Determine analiticamente la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto

C(2,-1)yestangente alarecta L: x —y + 1= 0. Represente graficamente.

55 Halle la ecuacion general de la circunferencia que pasa por los puntos A (0, 0),

B (2,3)yC (5, 1). Represente graficamente.

56 Determine un nuevo sistema de coordenadas respecto del cual la ecuacion:

x2+y2+4x—6y+9 = O carezca de términos lineales. Identifique el lugar geométrico de los
puntos que cumplen con dicha ecuacion y encuentre sus elementos fundamentales.
Represente graficamente.

57 Halle la ecuacion de la circunferencia cuyo centro esté sobre la recta L de ecuacion

L: 2x +y — 14 =0y pasa por la interseccion de las circunferencias:
Criix?+y2—8x—4y+11=0 : (C;:2x2+2y>—-8x+8y—16=0

Utilice el concepto de familia de circunferencias. Represente graficamente. Determine la
longitud de la cuerda comun de las circunferencias dadas.

58 Determine los puntos de interseccion entre la circunferencia

Ci: (x+4)2 + y 2 =9y cada una de las siguientes rectas. Represente graficamente.

a) Liy+x-5=0 ; b) Lxy-x-1=0 ; c) La:x+7=0.

59 Halle la ecuacion de las rectas tangentes a la circunferencia:

2x2 + 2y2 + 4x + 2y — 22 = 0 y que tengan pendiente —3/2. Represente graficamente.

60 Indique las ecuaciones paramétricas de la circunferencia de radio 4 y centro en el
punto C (-1,3).

61 Halle la ecuacion de la circunferencia cuyo centro es el punto C (3, —2) y pasa por el

punto A (3, 7). Determine ademas la ecuacion en su forma paramétrica vectorial.
Represente graficamente.

62 Halle la ecuacion de la circunferencia que pasa por el punto Q (-3, 2) y tiene su

centro en la intersecciéon de las rectas:
L1:3x-y+15=0 y L2:4x+y+13=0.
Represente graficamente.
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63 Halle la ecuacion general de la circunferencia cuyo centro es C (3, —2) y es tangente

alarecta L: 3x — 2y = 0. Grafique.

64 Dadas las ecuaciones de las siguientes circunferencias:
Ciix2+y2-2x-10y+10=0 ; C2:4x2+4y2-32x-12y+37=0

a) Halle la ecuacion del eje radical de las mismas.
b) Demuestre que el eje radical es perpendicular a la recta que une sus centros.
¢) Represente graficamente.

d) Halle la ecuacion de la circunferencia Cs cuyo centro tiene abscisa h=7, y que pertenece
a la familia de circunferencias que pasan por la interseccion de C1y Co.

e) Halle la ecuacién de la circunferencia Ca cuyo centro es el origen de coordenadas y tal
gue Cs4 es tangente a la recta que une los centros de las circunferencias C1 y C2. La
circunferencia obtenida ¢pertenece o no a la familia de circunferencias que pasan por la
interseccion de C1y C2? Justifique su respuesta.

65 Indique ecuaciones paramétricas de la circunferencia de radio 6 con centro en el

punto C (-2,1) y determine a partir de ellas dos puntos de dicha circunferencia. Represente
graficamente.

66 En un proyecto vial, se requiere disefiar una rotonda para mejorar el empalme de

dos rutas nacionales.

Se toma como referencia un sistema coordenado xy, para el cual el centro de la rotonda se

ubicara en el punto C (-70;0) m.

El diametro de la rotonda sera de 60m.

Se prevé que las vias de acceso desde y hacia una de las rutas seran las tangentes a la

rotonda desde el origen de coordenadas.

a) Obtenga la ecuacion cartesiana y la ecuacion general de la circunferencia que describe
la rotonda.

b) Encuentre los puntos de interseccién entre la circunferencia y las rectas tangentes a la
misma que pasan por el punto O (0,0) (Exprese la solucion aproximando con un
decimal).

c) Obtenga ecuaciones generales que permitan describir a las vias de acceso, siendo éstas
las rectas tangentes a la circunferencia desde el punto O (0,0).

d) Represente graficamente el problema planteado y la totalidad de las soluciones
halladas.
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2.7. PARABOLAS

67 Indique todos los elementos (foco, vértice, directriz, lado recto y puntos extremos

del lado recto) de la parabola cuya ecuacion general es: X2 —-6x+8y—-23=0.
Represente graficamente.

68 Halle la ecuacién de la parabola cuyo vértice es V (-4, 3) y su foco es F (-1, 3).

Represente graficamente.

69 Halle la ecuacion de la recta tangente a la parabola x2 + 4x + 12y — 8 = 0 que es

paralela a larecta L: 3x + 9y — 11 = 0. Represente graficamente.

70 Las torres de una linea de alta tension estan separadas 100 m y tienen una altura

de 16m. Los cables de la linea no deben estar a menos de 6m sobre el nivel de suelo.
Halle la ecuacion de la parabola que determinan los cables. Indique la altura de un punto
gue esta situado a 20m del vértice. Represente graficamente.

Figura 2.2. Torres y cables de linea de alta tension del Ejercicio 70.

71 Halle la ecuacion de la recta tangente a la pardbola y2 — 2x + 2y + 3 =0, y que es

perpendicular a larecta L: 4x + 2y + 5 = 0. Represente graficamente.

72 a) Indique ecuaciones paramétricas de la parabola de vértice V (1,1), parametro p =

4y eje focal paralelo al eje x. Identifique a partir de dichas ecuaciones dos puntos de la
curvay grafique.
b) Escriba la ecuacidn de una familia de parabolas de vértice V (1,1) y grafique tres curvas
de dicha familia.

73 Determine gréafica y analiticamente la interseccion de la curva cuya ecuacion es: x?2

—-6x+y+4=0conlarectal:-y+x=0.
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74 a) Halle desde el punto Q (-1,-1) las dos rectas tangentes a la parabola

y2 — x + 4y + 6 = 0. b) Calcule el angulo que determinan estas rectas. ¢) Verifique sus
respuestas representando graficamente la parabola con el software GeoGebray utilizando
los Comandos Tangente y Angulo.

75 El cable de suspension de un puente colgante puede aproximarse mediante la forma

de un arco parabdlico. Las columnas que lo soportan estan separadas 480 my tienen una
altura de 56 m. El punto mas bajo del cable queda a una altura de 12 m sobre la calzada
del puente. Determine la ecuacidon de la pardbola, considerando como eje de abscisas la
horizontal que define el puente, y como eje de ordenadas el eje de simetria de la paréabola.
Calcule la altura correspondiente a un punto situado a 80 m de las columnas. Represente
graficamente.

76 Para el disefio de un software de reconocimiento facial resulta util aplicar la

definicion de parabola y el concepto de familia de la misma. Se asimila la forma del
mentdn a dicha curva, tomando como referencia el vértice (asociado al punto inferior del
menton) coincidente con el origen de coordenadas.

a) Dados los siguientes casos, determine para cada uno el pardmetro geométrico p que
caracteriza a cada parabolay escriba las ecuaciones cartesianas de las mismas.

AN

2N

s 2 |
.

1
# »| e
-

* P2(6;3,5)

47 p(s:3,5
prrasis) oy eas\ ab

= L

v(0;0) % Vv(0;0) X
Figura 2.3. Reconocimiento facial. Ejercicio 76.

b) Plantee la ecuacion correspondiente a la familia de pardbolas a las cuales pertenecen
los casos del inciso previo. ¢ Cudl seria el parametro a utilizar?

¢) Para las parabolas determinadas en el inciso a) encuentre las coordenadas del foco, las
coordenadas de los extremos del lado recto junto con su longitud, la ecuacion de la recta
directriz. Grafique.

d) Considerando que el parametro geométrico caracteriza a un individuo en particular.
Siendo el pardmetro p=4,11, a qué individuo de la siguiente base de datos corresponde:

i Individuo A-P1(-6,7;35) yP2(6,7;3,5)
ii. IndividuoB-Pl1(-4,6;35)yP2(4,6;3,5)
iii.  IndividuoC-P1(-5,36;3,5) yP2(5,36; 3,5)
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77 a) Indique ecuaciones paramétricas de la parabola de vértice V (2,-2), parametro p

= 3y eje focal paralelo al eje y. Identifique a partir de dichas ecuaciones dos puntos de la
curvay grafique.

b) Escriba la ecuacion de una familia de pardbolas adoptando como fijo alguno de los
parametros del inciso anterior y grafique tres curvas de dicha familia.

78 Dada la parabola de vértice V (h,k) y eje focal paralelo al eje de abscisas, verifique la

propiedad de reflexién en un punto extremo del lado recto.

2.8. ELIPSES E HIPERBOLAS

79 Halle la ecuacion del lugar geomeétrico de los puntos P (x, y) cuya suma de sus

distancias a los puntos fijos (4, 3) y (-2, 3) sea igual a 10. Represente graficamente.

80 Dada la elipse 3x2 + y2 + 4x — 2y — 3 =0, halle las ecuaciones de las rectas tangentes

a la misma que son perpendiculares alarectaL: x + y — 5 = 0. Grafique.

81 Un rio es cruzado por una carretera por medio de un puente cuyo arco central tiene

la forma de media elipse. En el centro del arco la altura es de 20 m. El ancho total del arco
eliptico es de 50m.

Figura 2.4. Puente de arco semieliptico. Ejercicio 81.

a) Determine la ecuacién de la elipse que describe este puente.

b) A una distancia de 5m de cada uno de los pilares, se encuentran estructuras de
proteccidon para los mismos. ¢Cuél es la altura del arco del puente en correspondencia con
estos elementos?

¢) Represente graficamente.

82 Indique las ecuaciones paramétricas de la elipse con centro C (-2,0), semiejes a=5

y b=4,y eje focal paralelo al eje x.

83 El centro de una hipérbola es el punto C (4, 2), uno de sus focos es F (-6, 2) y su

excentricidad es e=5/4.
a) Halle su ecuacion general.
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b) Indique todos sus elementos y represente graficamente.
¢) Obtenga los puntos de interseccion con el eje x.

84 Halle la ecuacion de la recta normal a la hipérbola cuya ecuacién general es

3x2 — 4y2 — 18x — 40y — 85 = 0 en un punto de la misma de ordenada —2 y abscisa negativa.
Represente graficamente.

85 Una embarcacion envia una sefial en el momento en el que se encuentra a 194 km

de la costa. Dos estaciones guardacostas designadas como Q y R, que se encuentran
ubicadas a 354 km de distancia entre si, reciben dicha sefial. A partir de la diferencia entre
los tiempos de recepcidn de la misma, se determina que la nave se encuentra 258 km mas
cerca de la estacién R que de la estacién Q. Elija un sistema de referencia apropiado e
indique las coordenadas correspondientes a la ubicacion de la embarcacion. Represente
graficamente.

Figura 2.5. Estaciones guardacostas. Ejercicio 85.

86 Verifique que las siguientes ecuaciones representan los puntos de una hipérbola de

centro C (0,0) y semiejes ay b:

= (t) T m 31
{’§=‘Zi§<t> te(-33)9(3-7)

87 En cada caso indique todos los elementos de las siguientes elipses y represente

graficamente:
2 2 2 2

a) X_+y_=1 : b)x—+y—=1
9 25 25 4
C) 4x2+2y2-8x—-12y+14=0 ; d)4x2+9y2—-48x+72y+144=0

88 Halle el angulo formado por la recta L: 2x — 3y +1 = 0 con las rectas tangentes a la

. x—1 +1)° . ., .
elipse ( 5 ) + (y 2 ) =1, en los puntos de interseccion de la elipse con la recta L.
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89 Un puente de arco semieliptico tiene una amplitud de 18 m en su base. En el centro

su altura es de 8 m. Seleccione un sistema de coordenadas cartesianas apropiado y
determine la altura del puente en un punto que esta ubicado a 4 m de los extremos.
Represente graficamente.

90 Determine gréfica y analiticamente las ecuaciones de las rectas tangentes a la elipse

E por el punto exterior Q (10,0). La elipse E es tal que sus focos son los puntos F1 (-4,0) y
F2 (4,0) y pasa por el punto Po (2,3). Verifique sus respuestas con la ayuda del Recurso
Geomeétrico Interactivo RGI — Tangentes a una elipse por un punto exterior [Capitulo 3
del Libro Interactivo Geometria Dindmica].

9 1 Indique ecuaciones paramétricas de la elipse con centro C (-1,1), semiejes a=6 y b=4

y eje focal paralelo al eje y.

92 Dada la ecuacion: %_%:1

a) Represente la conica y determine sus elementos fundamentales.
b) Determine los puntos de interseccion entre la conica del inciso anterior y las rectas:

Liy—x+8=0vy L2x2y—x+4=0
93 Dada la ecuacién cuadratica: Ox2 - 4y2 - 18x— 16y +29=0

a) ldentifique la conica y todos sus elementos.

b) Determine el &ngulo que forman entre si las rectas que son tangentes a la conica en los
puntos en los que ésta intersecta al eje y.

¢) Grafique la conica, identificando todos sus elementos y las rectas del inciso anterior.

94 Indique ecuaciones paramétricas de una hipérbola de centro C (0,1), semiejes a=5

y b=2, y eje focal paralelo al eje y.

95 Determine una familia de hipérbolas cuyos veértices son Vi (1,1) y V2(1,5).

2.9. SUPERFICIES

96 a) Halle la ecuacion de la superficie esférica de centro C (3,0,4) y que pasa por el

origen de coordenadas.
b) Halle la ecuacion general del plano tangente a dicha esfera en el punto Q (8,0,4).
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97 a) Dada la superficie esférica de centro en el origen de coordenadas y radio 2,
determine la ecuacién vectorial paramétrica de la curva interseccion de dicha esfera con
el plano x + z - 2 = 0. Represente graficamente.

b) Indique la ecuacion cartesiana de la superficie cilindrica que tiene por interseccion con
la superficie esférica, la curva encontrada en el inciso anterior.

c) Determine la ecuacion vectorial paramétrica de la curva que resulta de la proyeccion
sobre el plano xy de la curva hallada en el inciso (a) y grafique.

d) Verifique sus respuestas graficando los lugares geométricos y usando los comandos
Interseca Recorridos y Curva del software GeoGebra.

98 Halle la ecuacién de la superficie conica cuya directriz es: 9y2 + 4z2=36,con x=

0, y su vértice es el punto V(12,0,0). Realice un grafico cualitativo.

9 9 Halle la ecuacién de la superficie cilindrica de generatriz paralela al vector v=(2,1,3)

x—1) +(z-1)" =16 . e e
(x=1)"+(z-1) . Realice un gréfico cualitativo.

y cuya directriz es:
y=0

100 Se desea construir una cubierta de generatriz parabdlica para un estadio

deportivo que cubra un espacio circular de 100 m de didmetro con una altura en el centro
de dicho espacio de 40m. Seleccione un sistema de coordenadas adecuado al problemay
halle la ecuacion cartesiana de la cubierta de dicho estadio. Grafique.

101 Dadas las ecuaciones:

1) x2—y2—-62z=0; i1) -49x2 — 49y2 + 2572— 1225=0 ; 1ii) 4y2+ 3622 —-288x=0
a) Determine las intersecciones con los ejes coordenados, con los planos coordenados
(trazas) y con planos paralelos a los planos coordenados.

b) Estudie las condiciones de simetria.
c) Represente graficamente.

102 Indique ecuaciones vectoriales paramétricas de las curvas de interseccion de la

superficie dada por la ecuacion: - 25x2 — 25y2 + 16z2 + 400 = O con cada uno de los
siguientes planos:

1) z=10 ; 1) x+z=0

103 Dadas las siguientes representaciones vectoriales paramétricas de superficies,

identifique para cada caso de qué superficie cuadrica se trata, a partir de la eliminacion de
los parametros que las describen.
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x = 5sena cosf
a)r(a,B) = (5sena cosf, 5sena senf, Scosa) — { y = 5sena senf
z = 5cosa

0<a<sm;0<pB<2m
x = 4 cosa senf

b) r(a,B) = (4 cosa senf ,6 sena senf ,3 cosf) — {y = 6 sena senf
z = 3 cosf
a €[0,2r] ; B €][0,m]
x = 5cosa chf

o)r(a,B) = (5cosa chp ,2 sena chf ,7 shf) — {y = 2 sena chf
z =7shf

0<a<22nm ; —o<f<®

104 Describa 5 aplicaciones en la ingenieria y/o en computacion, de acuerdo a su

carrera, de superficies en el espacio tridimensional.

105 Dada la ecuacion de la superficie esférica: x2+y2+z2+2x+4y—6z—-2=0.

a) Indique las coordenadas del centro y radio.

b) Determine la ecuacion del plano tangente a la esferaen el punto A (vV3-1,1,1).

106 a) Dado el casquete esférico x2 + y2 + (z-1)2 = 9, con z >0, determine la ecuacion

vectorial paramétrica de la curva interseccion con el plano -y + z - 3 = 0. Grafique.

b) Indique la ecuacion cartesiana de una superficie cilindrica cuya interseccion con el
casquete esférico es la curva encontrada en el inciso anterior. Represente graficamente.

c) Determine la ecuacion vectorial paramétrica de la curva que resulta de la proyeccién
sobre el plano xy de la curva hallada en el inciso (a). Grafique.

d) Verifique sus respuestas graficando los lugares geométricos y usando los comandos
Interseca Recorridos y Curva del software GeoGebra.

107 Halle la ecuacion de la superficie cilindrica que tiene como directriz la cénica

-1)* =8z _ _ e _
{(y 0) y generatrices paralelas al vector v = (1, 1, 2). Realice un grafico cualitativo.
X=

(x=2) +(z-1)" =16

108 Halle la ecuaciodn de la superficie conica cuya directriz es: { 0
y =

y su vértice es el punto V (O, 7, 0). Realice un grafico cualitativo.

109 a) Halle la ecuacion de la superficie cénica cuya directriz estd dada por:

{36(x —4)2 +16(y + 6)? =576
z=0
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y su vértice es el punto V(O, 0O, 8). (no es necesario desarrollar la Gltima expresion).
b) Sea la recta L:(x,y,z) = (6,0,—4) +t(1,0,—2) ; t € R. Indique si la recta L esta
contenida o no en la superficie. Justifique su respuesta.

¢) Indique la ecuacion vectorial paramétrica del eje de la superficie conica y determine el
angulo que forma dicho eje con el plano xy. d) Realice un gréafico cualitativo.

110 a) Determine la ecuacién de la superficie de revoluciéon que tiene por generatriz

una elipse en el plano xz, de semiejes a=5y b=2 con centro en el origen de coordenadas y
eje de revolucion el eje x. b) Realice un grafico cualitativo. c) Verifique su respuesta con el
software GeoGebra, utilizando el comando Superficie.

111 a) Se desea construir una cubierta de generatriz semieliptica para un centro

deportivo, que cubra un espacio circular de 120 m de didmetro con una altura en el centro
de dicho espacio de 30m. Seleccione un sistema de coordenadas adecuado al problemay
halle la ecuacion cartesiana de la cubierta de dicho centro deportivo. Grafique.

b) Determine la ecuacion vectorial paramétrica de la curva de interseccion de la cubierta
del estadio deportivo, con un plano horizontal a 10 metros de altura.

112 Una torre de enfriamiento de una central nuclear se ha disefiado a partir de un

hiperboloide de revolucion de 1 hoja de 60 m de altura, con eje de rotacidn vertical. Se
sabe que la garganta tiene un diametro de 30 m y se encuentra en un plano situado a 40
m de la base del hiperboloide donde el mismo tiene un didametro de 142,4 m. a) Seleccione
un sistema de coordenadas adecuado al problema y halle la ecuacién cartesiana de la
superficie que describe la torre de enfriamiento dada. b) Grafique. c¢) Verifique su
respuesta con el software GeoGebra.

113 Dada la ecuacion 0", W° _2° _,
25 9 36

a) Determine las intersecciones con los ejes coordenados, con los planos coordenados
(trazas) y con planos paralelos a los planos coordenados.

b) Estudie las condiciones de simetria.
c¢) Represente graficamente.

114 Indique justificando su respuesta, si los ejes de las dos superficies cOnicas dadas

por los siguientes datos, son rectas paralelas, secantes o alabeadas. Represente
graficamente.

4(x=10)" +9(z-2)" -36=0

Superficie conica 1: Directriz Da: { .
y =

con vértice V1 (10, 20, 2).
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. _ _ 16(x—3) ~10) —144 =
Superficie cénica 2: Directriz Da: {6(2 3) +9(y-10) 0
7=
con vértice V2 (3, 10, 20).

1 15 a) Indique ecuaciones vectoriales paramétricas de las curvas de interseccion de la
superficie dada por la ecuacién: 49x2 + 49y2 + 922 - 441 =0 con cada uno de los
siguientes planos:

H)y=2 ; 1) x+y=0
b) Verifique sus respuestas graficando los lugares geométricos y usando el comando
Interseca Recorridos del software GeoGebra.

116 Indique las ecuaciones correspondientes a las siguientes superficies cuadricas, con

semiejes a, b y c. Represente graficamente.

a) Hiperboloide de una hoja de revolucion, con eje de revolucion el eje y.
b) Paraboloide de revolucién, con eje de revolucion el eje x.

¢) Elipsoide de revolucion, con eje de revolucion el eje z.

d) Hiperboloide de dos hojas de revolucién, con eje de revolucién el eje x.

117 Dadas las siguientes representaciones vectoriales paramétricas de superficies,

identifique para cada caso de qué superficie cuadrica se trata, a partir de la eliminacion de
los pardmetros que las describen. Luego utiliza el software GeoGebra para representar
graficamente.

x=2t
a) r(t,s)=(2t,25,t2—52)—>{ y=2s teER ; SER
z =t?—s?
x=2tchf
b) r(ﬂ,t)=(2tch,8,2tshﬁ,t2)—>{y=2t5hﬁ t=0 ; BER
z =t

c) Compare las superficies dadas por las representaciones vectoriales paramétricas
indicadas en (a) y en (b)
x =5 cosa senff — 2
d) r(a,B) = (5cosasenf —2,2senasenff —2,9cosp+2)— {y = 2 sena senfi — 2
z=9cosf +2
a €[0,2m) ; B €[0,m)
x =3tcosa+3
e) r(a,t) = Btcosa+3,5tsena+3,t2—2) —>{y= 5tsena + 3
z=1t%-2
t=0 ; a€]0,2m)

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 39



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

118 Indique ecuaciones para las siguientes familias, adoptando un parametro

apropiado. Represente en cada caso al menos tres superficies de cada familia:

a) Familia de esferas de centro (1,-3,5).

b) Familia de paraboloides de revolucién de vértice V (0,3,0).

c) Familia de paraboloides de revolucion de vértice variable, con eje de revolucion el eje y.

2.10. LUGARES GEOMETRICOS en COORDENADAS
POLARES, CILINDRICAS y ESFERICAS

119 Determine la forma polar de las siguientes ecuaciones:
y=8x ; x2+y?=49 xX2+y?-2x-9=0

6
1—cosf

120 En coordenadas polares la expresion analitica de cierta funcion es: p =

Halle la expresion cartesiana rectangular de la misma e indique el nombre de la curva
correspondiente.

121 Dada las ecuaciones en coordenadas polares:

12
2—senf

12
2—4cos6

6 .. 6
”) p= 1+cos6 Lll) p=

i)p= iv)p =

1
1+Ecosa
a) Indique para cada una de ellas, de qué conica se trata, justificando su respuesta.

b) Represente graficamente las conicas, en coordenadas polares, indicando las
coordenadas polares del centro y de los focos en cada uno de los casos.

122 Determine la ecuaciéon en coordenadas cartesianas, en coordenadas cilindricas

y en coordenadas esféricas del plano que pasa por el origen de coordenadas y tiene como
vector normal a (3, 2, 1).

123 Represente graficamente las siguientes ecuaciones en coordenadas cilindricas:

a)p=>5
b) 6 =mn/3
c)z=>5

124 Escriba las ecuaciones en coordenadas polares y represente graficamente las

siguientes curvas:
a) Curvas de trébol.
b) Limacon.

c) Lemniscatas.
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125 Deduzca las férmulas de transformacion que expresen coordenadas cilindricas en

términos de coordenadas rectangulares y viceversa.

12 6 Dada la ecuacion expresada en coordenadas polares: p (seng + cose) = 3, escribala

en coordenadas cartesianas. Determine qué tipo de curva representay grafique.

127 Determine las coordenadas polares del centro y el radio de la circunferencia de

ecuacion:  p2 —8pcos(p — 60°) + 12 = 0. Grafique.

128 Sea la ecuacion p = ﬁ. a) ldentifique la conica que corresponde, indique los

elementos fundamentales y encuentre las intersecciones con el eje polar y el eje a 90°. b)
Grafique. c) Verifique sus respuestas empleando el Recurso Geométrico Interactivo RGI—
Cénicas en coordenadas Polares [Capitulo 4, Libro Interactivo Geometria Dinamica).

129 a) ldentifique la cdnica cuya ecuacidén en coordenadas polares es: sz. b)
6-3cos¢

Determine los elementos fundamentales y halle las intersecciones con el eje polar y el eje
a 90°. c¢) Grafique. d) Verifique con el software GeoGebra, utilizando el comando Curva.

130 Determine la ecuacion en coordenadas polares de una hipérbola con

excentricidad e= 1.2, parametro p=4y directriz paralela al eje polar por debajo del polo.
Represente graficamente. Verifique sus respuestas (grafica y analitica) empleando el
Recurso Geométrico Interactivo RGI-Coénicas en coordenadas Polares [Capitulo 4, Libro
Interactivo Geometria Dinamica].

131 Represente graficamente las siguientes ecuaciones en coordenadas esféricas:

ayp=4 ; b)oO=n/4 ; c) ¢=u/3

132 En una linea de produccion, un brazo robdtico se encarga de elevar autopartes.

Dicho brazo robotico tiene tres grados de libertad (es decir, tres posibles movimientos): 1)
puede ascender y descender entre 2 y 4 metros; 2) puede rotar sobre su eje de simetria; 3)
puede extenderse (o “alargarse”). Se lo ha programado para que pueda alcanzar cualquier
punto de la superficie conica cuya ecuacion esta dada por:

X,y z
4 16 9
Calcule cual seré el largo total del brazo robotico extendido, cuando esté a una altura de
2,5 metros y haya girado un angulo de 45° respecto del eje positivo de las abscisas. (Aporte

del Ayudante Ad-honorem, alumno de Ing. en Mecatrénica O. Deshays).
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2.11. ROTACIONES y TRASLACIONES en R?

133 Una conica tiene por ecuacion general 2x2 ++/3xy + y? — 4 = 0, obtenga:

a) La forma matricial de la ecuacion de 2° grado; b) La matriz asociada a la forma
cuadrdtica; c) El tipo de conica a partir de los valores propios de la matriz asociada; d) Los
vectores propios y la nueva base; €) La matriz de pasaje P; f) La matriz A’ respecto de la
nueva base: PTAP = A’ ; g) La ecuacion de la conica en el sistema determinado por la
nueva base; h) Represente graficamente; i) ElI angulo de rotacion del nuevo sistema
respecto del sistema original.

134 Para cada una de las ecuaciones:

)x2+2xy+y2-8V2x+8=0

) 2x2-4xy-y2+8=0

a) Indique la conica que representa a través de los valores propios de la matriz asociada a
la forma cuadrética; b) Encuentre la matriz P que diagonaliza ortogonalmente la matriz
de la forma cuadrética; ¢) Encuentre la ecuacion de la conica referida al sistema rotado.
d) Calcule el angulo que han rotado los ejes; e) Represente graficamente; f) Verifique sus
respuestas graficando con el software GeoGebra.

135 Teniendo en cuenta la informacion dada en la Figura 2.6: a) Determine la

ecuacion de la conica en el sistema xy’; b) Halle los vectores que definen los ejes del
sistema xy’; ¢) Obtenga la matriz P de transformacién de coordenadas; d) Calcule la
matriz A asociada a la forma cuadratica de la ecuacion de segundo grado en el sistema
original xy ; e) Indique la ecuacion de la conica en el sistema xy ; f) Halle el &ngulo de
rotacion del sistema x’y’ con respecto del sistema xy.

'

Figura 2.6. Elipse con ejes rotados respecto de los ejes coordenados xy. Ejercicio 135.
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2.12. ROTACIONES y TRASLACIONES en R3

136 Una cuadrica tiene por ecuacion: —x? + yz+2x —4z—5=10

Efectle una transformacion de coordenadas apropiada para llevar la cuadrica a su forma
normal. Identifique la cuédricay los nuevos ejes coordenados.

137 Una cuédrica tiene por ecuacion:

5x2+ 3y?2 + 322+ 2xy - 2xz-2yz—16x+4y-4z+19=0

a) Indique la cuadrica que representa a traves de los valores propios de la matriz asociada
a la forma cuadratica.

b) Encuentre la matriz P que diagonaliza ortogonalmente la matriz de la forma cuadrética.
c) Encuentre la ecuacion de la cuédrica referida al sistema rotado.
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3. DESARROLLO DE LAS ACTIVIDADES
3.1 ESPACIOS VECTORIALES

1.

a) Teniendo en cuenta la definicién de combinacién lineal de vectores , para expresar al

vector w como combinacion lineal de u y v tenemos que calcular los escalares k;y k, que

verifican la siguiente suma vectorial w = kyu + k,v.

En términos de sus componentes:

(1.5,0.5) = k,(1,1) + k,(—1,1)

Igualando componente a componente:

{1.5 =k, — k,
0.5 =k +k,

El sistema de ecuaciones que obtuvimos es un sistema compatible determinado, esto

indica que existen escalares Unicos, k; =1 ; k, = —0.5, que permiten expresar al vector
w como combinacion lineal de los vectores u y v, es decir:

w=u-0.5v

COMBINACION LINEAL

Componentes

0

we=15 =05

] Ver Vector Dato w
o o Componentss

r Vectores w1y v2

V=1 =5

=0 _ Cy=0

@ @ Funto de spicacian ‘,

K] vervectoresviyv2

B paralela a v1 por el punto A
] Ver rects paralela 2 v2 por el punto B
] Wer Vectores kvl y k2v2

Valores de k1 y k2
1 1 k2=-0.5 E"

Figura 3.1. Representacion gréfica de la combinacion lineal del vector w, respecto de los vectoresu y v.
[Libro Interactivo Geometria Dindmica].

b) Paraexpresar al vector wv como combinacion lineal de los vectores u y r tenemos que
calcular los escalares k,y k, que verifican la siguiente suma vectorial w = k,u + k,r.

En términos de sus componentes:
(1.5,0.5) = k1 (1,1) + ky(—2,-2)
Igualando componente a componente:

{1.5 =k, — 2k,
0.5 = k, — 2k,
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El sistema de ecuaciones que obtuvimos es un Sistema Incompatible, esto indica que no
existen escalares que permitan expresar al vector w como combinacion lineal de los
vectoresuyr.

0

COMBINACION LINEAL

] Wer Vector Dato w
o o Componsniss
r @,7, Vectores v y v2
=2 2y =-2
4
= Cy=0 s
® ® Tty e 3

| =2 \ S
e

Figura 3.2. Representacion grafica de la respuesta analitica inciso b)
[Texto Interactivo Geometria Dinamica].

c) Expresamos la combinacion lineal ¢ = 3 u + 2 v, en términos de sus componentes:
(c1,c2) = 3(L,) + 2(—1,1)

Aplicamos las operaciones definidas en V'y encontramos las componentes del vector c:
c=(c,c) =(33)+(-22)

c= (1,5

d) Sabemos por definicion que un conjunto, en este caso B; , s conjunto generador de V
si todo vector de V se puede expresar como combinacién lineal de los vectores de B;. Es
decir: sea a = (x,y) un vector de V (R?) y k,y k, niUmeros reales cualesquiera, siempre
existiran escalares que permitan expresar a cualquier vector a como combinacién lineal
de los vectores de B,. Expresamos la combinacién lineal:

(x,y) = k(L) + ky(—1,1)

Igualando componente a componente:

{x =k, —k,

y=kit+k;

Despejamos k, de la primera ecuacion y reemplazamos en la segunda ecuacion del sistema
para expresar k, en funcion de las coordenadas del vector a:

x+ky, =k
Yy =x+2k,

Luego podemos expresar a cada escalar, k; y k, , en funcion de las componentes del
vector a:
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1
E(y_x) =k,

1
E(x"'Y) =ky

De este modo se puede asegurar que cualquier vector de V (en este caso es V=R?) es
combinacion lineal de los vectores de B. Por ejemplo: Si a, = (—1,3), entonces los
escalares que permiten expresar al vector a; como combinacion lineal de los vectores de
B; son:

~(-1+3) =k y5;(3-(-1) =k,
k1 - 1 y kz = 2
Se puede verificar que a; = u + 2v, 0 lo que es equivalente: (—1,3) = (1,1) + 2(—1,1).

e) Sabemos por definicion que un conjunto, en este caso B, , €s conjunto generador de V'
si todo vector de V se puede expresar como combinacion lineal de los vectores de B,. Es
decir, sea b = (x,y) un vector de V (en este caso es V=R?)y k; y k, nimeros reales
cualesquiera, siempre existirdn escalares que permitan expresar b como combinacion
lineal de los vectores de B,.
(6, y) = ki(1,1) + ko(=2,-2)
{x =k, — 2k,

y = ki =2k,
Despejamos k; y reemplazamos en la segunda ecuacion del sistema para expresar k, en
funcién de las coordenadas del vector b:

x + 2k, = k; y obtenemos que:
y=x
Por lo tanto, b = (x, x), son los vectores generados por el conjunto B2 = {u; r}.

Los vectores de B2no generan a R?, sino a un subconjunto de R?.

f) Debemos indicar si los vectores de B; son LD o LI. Dos vectores de Vson LI si la Unica
combinacion lineal de ellos que da por resultado el vector nulo, es aquella que tiene todos

los escalares nulos. Planteamos la C.L. y luego igualamos componente a componente:
(Oa 0) = k] (15 1) + k2 (_19 1)
0=k -k, =k =k

1 2 1 2 — kl — k2 — 0
0=k, +k,

Vemos que la solucidon de ambos escalares nulos es Unica, luego los vectores dados son
linealmente independientes. Por otra parte, observamos que uno de ellos no es multiplo
escalar del otro.
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g) Para el conjunto B,:

Dos vectores de V' son LI si la Unica combinacion lineal de ellos que da por resultado el
vector nulo, es aquella que tiene todos los escalares nulos. Planteamos la combinacion
lineal, igualamos componente a componente y luego resolvemos el sistema homogéneo
gue resulta:

(0,0) = k;(1,1) + ky(—2,-2)

0=k1_2k2 _
{0=k1—2k2 >k, = 2k,

El sistema de ecuaciones resulta compatible indeterminado, por lo que existen infinitos
pares de escalares que satisfacen la combinacién lineal, siempre que cumplan con la
condicion k; = 2k,. Por lo tanto, B, es un conjunto LD.

Observacion:

Si bien k; = k, = 0, es solucidn al sistema de ecuaciones anterior hay que recordar que
para ser conjunto LI, ésta debe ser la Unica solucién.

g) Paraque un conjunto sea base de un espacio vectorial debe satisfacer dos condiciones:
- Ser conjunto generador del espacio vectorial.
- Ser conjunto linealmente independiente (L1).
Teniendo en cuenta los analisis de los incisos anteriores el conjunto B, es base de V (es

decir, de R?) pero B, no lo es, ya que es LD y no genera a R?, sino que genera un
subconjunto de R2.

h) Sabemos que B, es base de V, y la dimensidn del espacio generado (en este caso V) es
el nUmero de vectores que tiene una base para el espacio vectorial que genera, por lo tanto
la dimensién del espacio generado por B;es dos.

El conjunto B,, es un conjunto LD por lo tanto no es base del espacio que genera. Si
eliminamos uno de los vectores de B, obtenemos a un conjunto, por ejemplo B, = {(1,1)},
que sera LI y ademas genera a un subconjunto de V (R?) que contendra a todos los
vectores a que se pueden expresar como combinacion lineal del vector de B, es decir a =
ku con k € R. Luego la dimension del espacio que genera B, es uno, ya que coincide con
el espacio que genera B,'.

Observacion:

Todo conjunto de vectores no nulos genera espacios vectoriales, pero no siempre son bases
de esos espacios, ya que para ser base debe ser conjunto L1I.

2.

a) Sabemos que si la Unica combinacion lineal de a = (-8, 4) ; b = (2, -2); ¢ = (-1, 0) que
da por resultado el vector nulo, es aguella que tiene todos los escalares nulos, entonces el
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conjunto de vectores es LI. Planteamos la combinacion lineal, igualamos componente a
componente y resolvemos el sistema homogéneo que resulta:

(0,0) = k1 (—8,4) + k,(2,—2) + k3(—1,0)
{0 = _8k1 + 2k2 - k3
0 = 4‘k1 _Zkz

. ., . k N
Despejamos de la segunda ecuacion uno de los escalares, por ejemplo k; = 72 , sustituimos

en la primera ecuacién y obtenemos 0 = —2k, — k3. Como podemos ver la solucién no es
Unica, por lo tanto el conjunto {a ; b ; ¢ } es conjunto LD.

b) La dimension del espacio vectorial R? es dos y tiene infinitas bases con dos vectores de

R2 LI . Vamos a elegir una de ellas que debe cumplir con ser un conjunto de vectores LIy

que lo genere. Proponemos al conjunto {b, c} como base de R?, ya que como son dos

vectores tales que b # kc para cualquier k € R son LI. Debemos probar que el conjunto

{b,c} genera a R?, lo cual podemos asegurarlo ya que son 2 vectores LI de R? y por lo

tanto generan a R2. De este modo, siendo LI y generadores de R?, forman una base para

este espacio vectorial R2.

c) Para expresar al vector a como combinacioén lineal de los vectores dados b y ¢ tenemos

gue calcular los escalares k,y k, talesque a = kb + k,c

Expresamos esta C.L. en términos de sus componentes y luego igualamos componente a

componente:

(—8,4) = k1(2,-2) + k,(—1,0)

{—8 =2k, — k;
4 = =2k,

El sistema de ecuaciones que obtenemos es un sistemma compatible determinado, esto

indica que existen escalares unicos, k; = —2 ; k, = 4 ,que permiten expresar al vector a

como combinacion lineal de los vectores by ¢, es decir: a = —2b + 4c.

¥ -

=>k1=—2yk2=4-

Figura 3.3. Representacion del vector a como combinacion lineal de b y c.

a)y e) Por definicidén de coordenadas de un vector respecto a una base, sabemos que las
mismas son los escalares de la combinacion lineal de a respecto de la base B5. Por lo tanto,
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a partir de lo analizado en el inciso c¢) podemos concluir que (a)p, =(-2,4) y

gréficamente (ver Figura 3) podemos visualizar que el vector a es el resultado de sumar
vectorialmente 4 veces el vector cy (-2) veces el vector b .

Observacion:

Es importante comprender que (a)p, es el mismo vector a referido a una nueva base, y

gue el orden de las coordenadas hace referencia al escalar asociado al vector que se
encuentra en la misma posicion en la base, es decir el primer valor de (a)g,es el escalar

asociado al primer vector de B; en la combinacion lineal que da el vector a .

3.

a) Una base de un espacio vectorial es el conjunto de los vectores del espacio vectorial
gue son LIy generan todo el espacio vectorial. Analizaremos si el conjunto A cumple estas
condiciones:

Comenzamos analizando si son vectores LI calculando los escalares que permiten expresar
el vector nulo como combinacién lineal de los vectores dados en A:

(0,0,0) = k;(1,3,1) + k,(0,2, —1) + k5(0,0,5)
Igualamos componente a componente y resolvemos:

0=k

! =k, =0
0= 3k, +2k, —0=5k L=k =k, =k =0
0=k —k, +5K,

Como la solucion del sistema de ecuaciones lineales homogéneo es Unica e igual a la
solucion trivial, podemos concluir que el conjunto A es L1I.

Por definicion de conjunto generador expresamos a un vector genérico v = (a, b, ¢) de R3
como combinacion lineal de los vectores dados en A para analizar si generan a todo el
espacio vectorial R3

Escribimos la C.L., luego igualamos componente a componente y resolvemos:
(a, b, C) = k1(1,3,1) + k2(0,2, —1) + k3(0,0,5)

{ a=k1

1
b =3k + 2k, = k3 = 1/5(c+5(b—3a)—a)

Esto quiere decir que existen escalares que permiten expresar cualquier vector v de
R3,v = (a, b, c) como combinacién lineal de los vectores del conjunto dado A. Por lo tanto,
A es base de R3.

Observacion:

Podriamos haber justificado que A es conjunto generador del espacio R3 utilizando la
propiedad que dice que tres vectores de R® LI generan R2 sin aplicar la definicion de
conjunto generador.
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b) Las coordenadas de un vector respecto de una base son los escalares que permiten
expresar a dicho vector como combinacion lineal de los vectores de esa base. Entonces,
aplicaremos el resultado del inciso anterior para determinar k4, k,, k5 de la combinacion.
Expresamos la C.L., luego igualamos componente a componente y resolvemos:

(2,0,1) = k;(1,3,1) + k,(0,2,—1) + k3(0,0,5)
Luego

1 1 1 —4
kl =2; k2 25(0_32) = -3 k3 :E(1+E(0_32)_2):?
Por lo tanto
(V)a = (2,-3,-4/5).

¢) El conjunto {(1, 3, 1); (0, 2, -1); (0, 0, 5); (2, 0, 1)} es conjunto LD, porque sabemos que
el cuarto vector del conjunto se puede expresar como combinacion lineal de los demas
vectores del conjunto teniendo en cuenta el resultado del inciso (b):

4
(2,0,1) = 2(1,3,1) —3(02,~1) — £ (0,05)

4,

a) Este conjunto no constituye una base de R?porque, aunque son LI , los vectores no
pertenecen al espacio vectorial.

b) Este conjunto tiene vectores de R? , pero uno se puede expresar como combinacion
lineal del otro (2,2) = %(4,4) , luego son LD . Por ello este conjunto no es base de R?
c) No es base de R? por ser tres vectores de R?, uno cualquiera de ellos se puede expresar

como combinacién de los otros dos. Una base tiene la cantidad de vectores LI coincidente
con la dimension del espacio vectorial.

d) Veamos si los dos vectores dados de R?, son o no LI.
(0,0) = kl(lr _2) + k2 (015)

{ O:kl‘l‘Okz
0 = —2k, +5k,
kl = Oy kz == O

Siendo los escalares unicamente nulos para escribir al vector nulo como C.L. de los
vectores dados, éstos son L1y dos vectores de R? LI generana R?y por lo tanto el conjunto
es base de R?.

.
a) Se denomina base candnica de R™ al conjunto {(1,......... ,0),(0,1,....... ,0),...,(0,0,.....,1)}

con n vectores de R" linealmente independientes, por lo que generan R™ .
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Para R? la base canonica es {(1,0,0),(0,1,0),(0,0,1)} = {f, I IZ}

b) Calculamos las componentes del vector w aplicando la operacion vectorial producto por
un escalar:

w = 5v = 5(—1,3,2)

Luego w = (-5, 15, 10).

c) Como w es combinacion lineal de v, por lo tanto {v; w; a} es conjunto LD cualquiera
sea el vector a que se agregue al conjunto. Al ser siempre LD el conjunto propuesto no
seré base de R3.

d) Para el espacio vectorial R3 se necesitan tres vectores LI, sabemos que si uno de ellos
tiene una componente nula, los otros, o al menos uno de los otros tendra que tener una
componente en dicho lugar distinta de cero, de modo de no poder ser combinacion lineal
de este vector. Proponemos como posible base al conjunto B={(1,2,0),(0,1,-1),(2,0,1)},

verificamos analiticamente que es LI, plantando la C.L. de ellos que da el vector nulo e
igualando componente a componente:

0:k1+2k3
0=2k1+k2
O= _k2+k3

Al resolver el sistema, vemos que es un sistema compatible determinado cuya Unica
solucion es la solucion nula o solucion trivial k; = k, = k3 = 0. Luego el conjunto es L.
Tres vectores de R3 LI, generan R3 por lo que podemos concluir que el conjunto B
propuesto es base de R3.

e) Expresamos al vector v como combinacion lineal de los vectores de B:

(-1,3,2) = k,(1,2,0) + k,(0,1,—1) + k3(2,0,1)

Igualamos componente a componente:

—1=k1+2k3
3:2k1+k2
2: _k2+k3

. 11 13 7
Resolvemos el sistema y obtenemos que: (v)g = (?, -5 g)

Repetimos el procedimiento para el vector w, lo expresamos como combinacién lineal de
los vectores de B:

(=5,15,10) = k4(1,2,0) + k,(0,1,—1) + k5(2,0,1)

Igualamos componente a componente:

_5 = kl +2k3
15 = 2k, + k,
10 = _kz +k3
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55 65 35)

Resolvemos el sistema y encontramos que: (w)g = (?, -5 3

6.

a) Para que S sea subespacio vectorial de R? debe satisfacer las condiciones del Teorema
[Libro Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias], vamos a verificarlas:

- S no es vacio: existen vectores de R?de la forma (x, 4x).

- El vector 0 = (0,0) pertenece a S porque (0,0) = (0,4.0)

- Siuy v son vectores de S, u+v debe pertenecer a S, lo probamos aplicando la suma en
R?:

(X, 4%) +(%,,4%,) = (X, +X,,4(X, +X,)), efectivamente el vector resultante de la suma
vectorial cumple con la definicion de un vector de S.

- Siu pertenece a S, ku debe pertenecer a S lo probaremos aplicando la multiplicacién
por un escalar en R?:

k(x,4x) = (kx,4(kx)) , el vector resultante del producto por un escalar cumple con la
definicién de un vector de S.
Luego, S es un subespacio de R?.

Observacion:

Cada vector de S esta asociado a un punto de la recta y=4x que pasa por el (0,0) y tiene
pendiente 4. Es posible demostrar que todas las rectas en RZque contienen a (0,0) son
subespacios vectoriales de R?.

b) El conjunto B, genera todos los vectores u = (x,y) de R? que resultan de la combinacién
lineal del vector (1,4), es decir: u = k (1,4) con k € R. Por lo tanto, el conjunto B genera al
subespacio S de R?.

c) El conjunto B={(1,4)} es LI porque un solo vector no nulo siempre es LI y por lo

justificado en el inciso b) es conjunto generador de S, esto nos permite afirmar que B
constituye una base para Sy al tener un solo vector concluimos que la dim(S) = 1.

d) D no es subespacio de R? ya que el vector nulo de R? no es vector de D, por no satisfacer
la condicién de pertenencia al conjunto.

Interpretacion geométrica:

D representa una recta de pendiente m=4 y ordenada 3. Las rectas que no contienen al
origen de coordenadas no son subespacios de R2.
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7.

a) El conjunto dado no es una base de R3 porque la dimensién de dicho espacio no
coincide con el numero de vectores del conjunto, éste sélo tiene 2 vectores y la dimension
de R® es 3.

b) Para que un conjunto de vectores sea base de R3, los vectores deben ser de R3 . Los
vectores dados son vectores de R2.

C) El vector (0,0,0) es combinacion lineal de cualquier par de vectores de R3, por lo
gue el conjunto no es L I, y por lo tanto no es base de R3.

d) El conjunto contiene 3 vectores de R3. Veamos si son linealmente independientes:
(0,0,0) =k,(4,0,0) +k,(1,-3,0) + k,(-2,6,5)

0=4k,+k,-2k,

0 =-3k, + 6k, = k, =2k, ok, =0 =k =0

0=>5k,=k,=0

Siendo solucién Unica del sistema homogéneo la solucidn trivial, el conjunto es LI. Tres
vectores de R3 LI generan R3, por lo tanto este conjunto es base de R3 .

8.

a) El conjunto que genera {u} contendra a todas las combinaciones lineales posibles del
vector u, es decir, S={v € R3 /v = kuconk € R}. Los vectores generados por u son
vectores de R3 que pertenecen a una misma recta de accion.

Interpretacion geométrica:

Un solo vector de R3 no nulo genera un subespacio de R3de dimensién uno, que es una
recta que pasa por el origen de coordenadas.

b) El conjunto que genera {u; v} contendra a todas las combinaciones lineales
posibles de los vectores u y v, es decir, S'={a € R¥/a= ku+tvconk €R AtER}.
Los vectores generados por u y v son vectores de R3 que pertenecen a un mismo plano.

Interpretacion geométrica:

Dos vectores de R3 LI, generan un subespacio de R? de dimension 2, que es un plano
gue contiene al origen de coordenadas.

c) Son 3 vectores de R3 LI, por lo tanto generan a todo R3 -

9.

Los incisos a), b), ¢) y d) deben desarrollarse siguiendo los pasos que se indican en los
enunciados.
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e) Analiticamente obtenemos los escalares k, y k,, expresando al vector w como
combinacion lineal de v,y vy: (0,2.5) = k1(2,1.5) + k,(—0.5,1)
{0 =2k, — 0.5k, 5 20

2.5 =15k, +k, = AT17 YR =11

f) No se modifican las respuestas anteriores si cambian los puntos que determinan el
inicio de los vectores vy y v,, esto ocurre porgue los vectores son segmentos de rectas
dirigidos y son libres. Esto quiere decir que su modulo, direccion y sentido no se modifica
si el punto inicial del vector se ubica en otro punto del plano o del espacio tridimensional.

9) El conjunto B = {v,; v,} es conjunto generador de R? ya que graficamente
sabemos que los vectores son LI (no pertenecen a la misma recta de accion) y 2 vectores
L1 de R? generan al espacio vectorial R? . Podemos concluir que el conjunto {v, ; v,} es
una base de R?.

i i : _ (5 20
h) A partir de los resultados anteriores en €) y g) resulta: (W), ;»,} = (11 , 11).
)] Siendo B base de R? y teniendo como dato (u)z = (—2,3) calculamos las
coordenadas del vector u realizado la suma vectorial: u = —2v; + 3v,. Entérminos de sus
componentes:

u=-2(2,15)+3(-051);u=(—4,-3) + (-15,3)

u = (=5.5,0)
),
COMBINACION LINEAL o
Componentes \Vector w
we=0 wy=25
L 3 ®
[ 2 ° o
] Wer Vector Dto w \ X
o e

Componentss

& — Vectoras v1 y V@
VZX= 05 '!45( =

=2
Cy=2
@ 4 Funto de apiicacion

B REME

k2=182 A
s}

Figura 3.4. Verificacién del Ejercicio 9. [Libro Interactivo Geometria Dindmica].
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3.2 VECTORES GEOMETRICOS. PRODUCTO ESCALAR
10.

a) Se denominan cosenos directores de un vector respecto de las coordenadas ortogonales
xyz a los cosenos de los angulos que dicho vector forma con el sentido positivo de los ejes
coordenados. Los dngulos se miden entre 0° y 180°, por lo que los valores de los cosenos
pueden ser positivos 0 negativos.

Existe una relacion fundamental entre los cosenos directores:
cos?a + cos? B+ cos?y =1

Utilizando esta ecuacién despejamos cos a

cosa = /1 — cos?f — cos?y

Sustituyendo por los valores correspondientes, obtenemos:

Observacion:

Dado que los cosenos directores pueden ser positivos 0 negativos, otra respuesta posible
es que cosa = —1/2.

b) Se denomina vector unitario o versor, al vector que tiene médulo 1.

Si un vector unitario u tiene la misma direccion que un vector dado v, éste se puede
expresar como combinacion lineal de u

v=kuk€eR

Si ambos tienen el mismo sentido, k sera positivo. Si tienen sentido opuesto, entonces k
sera negativo. En nuestro caso se requiere que tengan igual sentido, por lo tanto k € R*
Para calcular el médulo de v tenemos que:

|lvll = k|lull ycomo el médulodewuesl, ||v|| =k, Yy sustituyendo en v = ku resulta:

v . _ (Vx,Vy,Vz)

. v
v=vllu s u=t s u=——
,v§+v32,+vzz ,v,zc+v32,+v§

v=(44V2,4) ; |l =\/42+(4x/§)2+42 =8
uz(é ﬂé)z(l V2 1)

8’ 8’8 2’272

Observamos que las componentes del vector unitario o versor v obtenido a partir del
vector dato u, coinciden con los cosenos directores del vector v del inciso a).

¢) Buscamos w tal que w= kv, sabiendo que su médulo es igual a 4.

w=lwllv ; w=4 (322 =(22v22)

2’272
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11

a) Existen dos condiciones para determinar al vector e¢:

- que cumpla con la condicion que el producto escalar (a+b) . ¢=15y
- lade perpendicularidad éntrelos vectores by ¢

Planteamos entonces el siguiente sistema de ecuaciones:

{(a+b).c= 15
b.c=0

Trabajamos la primera ecuacion utilizando las propiedades de producto escalar, en este
caso la distributiva respecto de la suma de vectores: a.c + b.c = 15

Usando la definicién de producto escalar a partir de las componentes de los vectores,
tenemos:

(4,3).(x,y) + (=2,6).(x,y) =15

4x + 3y —2x + 6y =15

2x+9y =15

La segunda ecuacion nos queda:

(=2,6).(x,y)=0

—2x+6y =0

El sistema de ecuaciones a resolver queda de la siguiente manera:

{2x+9y=15
—2x+6y =0

Cuyasolucibnesx =3;y =1
Finalmente, el vector e= (3,1) es el que verifica las dos condiciones impuestas.

b)

2 2x+By=0

Figura 3.5. Representacion grafica del Ejercicio 11. [GeoGebra]
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Observacion:
Sobre la recta -2x+6y=0 se ubican los puntos extremos de todos los vectores
perpendiculares al vector b.

De la misma manera, sobre la recta 2x+9y=15 se ubican los puntos extremos de todos los
vectores que cumplen con la primera condicion (a + b).c = 15

c) c.i) {a; b} Es conjunto LI ya que son dos vectores no paralelos, es decir a # kb. Uno
no puede escribirse como combinacion lineal del otro. Esto significa que la combinacion
lineal entre ellos igualada al vector nulo, admite Unicamente escalares nulos.

c.ii) { b; ¢} Igual que el caso anterior, es conjunto LI ya que son dos vectores no paralelos,
es decir b # kc

c.iii) {a; b ; a+b } Es un conjunto LD, ya que vemos que el tercer vector es combinacién
lineal de los otros dos. Ademas, como son vectores de R2, un conjunto con tres o mas
vectores no puede ser LlI.

c.iv) {a; b; ¢} Esunconjunto LD, ya que al ser tres vectores de R2, siempre existira la
posibilidad de expresar alguno de ellos como combinacién lineal de los otros.

12.

64

Figura 3.6. Representacion gréfica del Ejercicio 12. [GeoGebra]

a)AB=0B—-0A=(3-03-6)=(3,-3)

CB=0B-0C=3-73-7)=(—4,-4)

IFIl = 4

La fuerza F es vertical, por lo tanto, es paralela al versor j. Su direccion es hacia abajo,
entonces debe tener sentido opuesto a dicho versor, es decir:

F = |[F[[(=))
F = 4(0,—1) = (0, —4) kN
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Observacion:

Si bien F se encuentra aplicada en el punto B, esto no influye en el calculo de las
componentes del vector F.

b) La longitud de cada una de las cuerdas es el modulo del vector que la representa
IAB|| = /3% + (=3)? = V18 = 3v2 [L]

ICBIl = (=4)? + (-4)? =V32 = 4V2 [L]

[L]: unidades de longitud

¢) La proyeccion de un vector respecto de otro se evalia como

uwv

vl

gue proviene de la definicion de producto escalar entre dos vectores: w.v = ||u]l. ||v|| cos «,
siendo el angulo que forman entre si los vectores u y v.

Proy,u =

Podemos observar graficamente las proyecciones del vector F sobre las direcciones de AB
y CB

y

Figura 3.7. Representacién gréafica ejercicio 12. [GeoGebra]

FAB (0,-4).(3,-3) 0+12 4

Pro F = = — -
Yas" =B 3VZ N

p p_FCB_(0-4.(-4-4 _0+16_ 4

Tro = = = —_

Yes™ =cB| w2 w2z V2

El signo de la proyeccion indica si el sentido del vector proyeccion coincide o no con el
sentido del vector v. En este caso ambas proyecciones son positivas.
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El vector proyeccion de u respecto de un vector v, €s un vector que tiene como maodulo al

valor absoluto de la proyeccion Proy,(u) = | =2 y por direccién, la direccién de v.

- v
Proy,u = T =uv >
|I I| vl
Entonces:
P F=F.AB——— AB S ) =(2,-2)
Tro ,—
Yas IABIZ ~ V2 3v2
P F=F.CB—— CB Sl ) =(-2,-2)
To = =(-2,—
yes ICBIZ ™ VZ av2
13.
ab (4-1,-9.(112) 4-1-8 -5
Proy,a = =—
bl Vi+ti+a NG V6
P—) b b 5 (1,1,2) ( 5 5 5
To a=a. = —— =|-—=,—=,—=
Vb bZ~ " V6 v 6 63

14.

a) Para calcular el angulo entre dos vectores u = (uy,v1) y v = (v4,v,)

utilizamos la definicion de producto escalar u.v = ||ul|||v|| cos 6 para despejar cos 0

u.v U1 + Uyv;,
cos @ = =
l[ulllvl llulllvl
3 4 4 3 3 4 4 3
En nuestro €caso, vemos que u.v = (— ; —) . (— ;——) =—-r-— == =0
5’5 5 5 5 5 5 5
9 u.v
cos @ = =
||l [|v]|

por lo que el &ngulo es de 90°. Es decir, los vectores dados son perpendiculares.

b)
3 4
p uw (5. )(39) 9 36
"YW = ] 5 16 5 5
25725
4 3
p _v.w_(g,—g)'(3,9)_12 27 _
TYWETI T e 9 5 5
251725
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c) Se denomina base ortonormal (BON) de un espacio vectorial a aquella base cuyos
vectores son unitarios y perpendiculares entre si.

Por el inciso a) sabemos que u y v son perpendiculares. Siendo perpendiculares, son
linealmente independientes. Y dos vectores de R2 LI generan a R2 y por lo tanto forman
una base de R2. Ahora bien, esa base es una base ortogonal porque los vectores son
ortogonales. Verificamos ademas que el moédulo de cada uno de ellos es 1, luego el conjunto
{u, v}es una BON de R2.

d) Para determinar las coordenadas de un vector en una base dada, se expresa dicho vector
como combinacion lineal de los vectores de la base. Los valores que toman los escalares
de la combinacidn son las coordenadas buscadas.

3 4 4 3
w=69=k(55)+k(5-3)

3 3k +4k
=Tk TR
7 3 > k=9 ik =-3
9=§k1_§k2

Entonces: (w)g = (9,-3)

e) Observamos que las coordenadas de w en la base B coinciden con las proyecciones
ortogonales de dicho vector sobre los vectores de B. Esto ocurre porque se trata de una
base ortonormal BON.

Es decir, cuando tenemos una base ortonormal B = {u, v} se cumple que:

W)p = (k5 k)
Siendo k; = w.u = Proy,w Yy k, = w.v = Proy,w

f) y

/ Proy, (w)
v

3v 1 X

-2 -1 V] 1 2 3 4

-1

Figura 3.8. Representacion gréfica ejercicio 14. [GeoGebra]
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15.

a) Para encontrar el vector ¢ = (x, y, z), escribimos las ecuaciones correspondientes a cada
condicién que debe cumplir el vector c, y resolvemos el sistema de ecuaciones resultante.

SicesC.L. de ay b, entonces tenemos que:

c=kia+k,b

(x,v,2z) = k;(1,-1,2) + k,(2,1,-1) ()

Por otro lado, si ¢ es perpendicular a a, entonces se cumple que ¢ - a = 0. Es decir,
(x,y,2)-(1,-1,2) =0

x—y+2z=0 (1n

Con (1) y (I1) formamos el sistema de ecuaciones a resolver:

x =ky + 2k,
y=—ki+k,
z =2k —k,
x—y+2z=0

Sustituimos las expresiones de x, y y z en la ultima ecuacion:
(kl + 2k2) - (_kl + kz) + Z(Zkl - kz) = 0
De donde obtenemos 6k, — k, = 0 . Es decir, k, = 6k,

Hemos obtenido una relacion que debe cumplirse entre los escalares k; y k,. Es decir, k;
puede tomar cualquier valor real y k, dependera del valor elegido. Entonces existen
infinitas soluciones (lo cual puede advertirse al considerar que el sistema de ecuaciones a
resolver tiene mas incognitas que ecuaciones). El vector ¢ buscado esta dado por:

¢ =kya+ 6k,b =ky(a+6b) =ky[(1,-1,2) + 6(2,1,—1)]

c=k,(13,5,—-4)

El vector ¢ no es Unico, sino que todos los vectores paralelos al vector (13, 5, -4) son
solucion del problema.

Interpretacion geométrica:

Los vectores a y b son dos vectores de R3 LI. Toda C.L. de ellos dara por resultado un
vector de R3 que pertenece al plano que ellos definen. El vector e, por lo tanto, pertenece
adicho plano, y a su vez forma un angulo recto con a.

Figura 3.9. Interpretacion geométrica del Ejercicio 15.a.
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b) Un vector unitario es aquel que tiene mddulo 1. A su vez, un vector que tenga la
direccion de otro vector se puede expresar como combinacion lineal del mismo. Entonces,
un vector unitario en la direccion del vector a es:

a _ (L,-12) /1 1 2
el T VT¥1ra (ﬁ’ _ﬁ’ﬁ)

c)ci){a;b;c}esunconjunto LD porque el vector ¢ es CL de a y b. Eso significa que
hay dependencia lineal entre los vectores de ese conjunto. El espacio generado por el
conjunto es un plano en R3

c.ii) { a ; b } es un conjunto LI porque se trata de un par de vectores no paralelos. En
efecto, se verifica que a # kb, es decir, que un vector del conjunto no puede escribirse
como CL del otro. El espacio generado por el conjunto es un plano en R3.

Observacion:

El plano generado por el conjunto {a ; b} es el mismo plano que el generado por el
conjunto{a; b ; ¢ }. Es decir, los vectores que se pueden obtener al combinar a y b son
los mismos que se pueden obtener al combinar a, by c.

c.iii) { a } es un conjunto LI ya que, por definicion de independencia lineal, laC.L. ka = 0
s6lo admite como solucién k = 0. Cualquier conjunto que tenga un anico vector no nulo,
es LI. El espacio que genera este conjunto es una recta en R3.

16.

En el ejercicio 10 se ha encontrado que un vector unitario en la direccion de un vector dado

v e
v se calcula como ol - Puesto que el vector proyeccion w de un vector dado u en la

direccion de v tiene la misma direccion que v, entonces

v . .
T €S el versor que indica la
direccion del vector proyeccion w. Por otra parte, el moédulo de w sera igual al valor
absoluto de la proyeccién ortogonal de u en v (en el caso que dicha proyeccion sea positiva,
su valor coincide con el mddulo de w). [ ver en Texto Geometria Analitica para Ciencias e

Ingenierias]

Figura 3.10. Representacion grafica del Ejercicio 16 [Libro Interactivo Geometria Dinamica].
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Para expresar la proyeccion de un vector u sobre otro v se utiliza el producto escalar entre
ellos:

u.v = ||ul|l||v|| cos
p B g - u.v
roy,u = ||ull cos 8 = m
Entonces, construimos al vector w multiplicando al versor que le da su direccion (@), por
el escalar que le da su modulo y sentido (Proy,u):

v u.v v

vl vl vl

= Proy,u

w = (Proy,u)

Observacion:

Para el caso en que la proyeccion ortogonal es negativa, w tiene sentido opuesto a v,

entonces, el escalar por el cual hay que multiplicar a ﬁ debe ser negativo. Por eso, la

ecuacion encontrada es correcta para este caso también.

17.

a) Primero encontramos a v, que es la combinacion lineal de a 'y de b:
v=2(12)+(0,-2) = (2,2)

Luego, el vector proyeccion de w sobre v es:

wo v (—42).(22) 22) -4(22) (-8,-8)

Proy,w = = = = =(—-1,-1
YWl - vard vari ve ve 8 (b D
b)
by
3_
21 o
W /
1 El,/\.-'
e
/4 x
- — - 2 Pro?l{w;: ! :
I
-2

Figura 3.11. Representacion gréafica del ejercicio 17. [GeoGebra]

Verificamos graficamente que el vector (-1,-1) tiene la misma direccidén de v, y que se
obtiene al proyectar ortogonalmente a w: notar que la linea punteada roja es
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perpendicular a la linea verde que indica la direcciéon de v. El valor negativo de la
proyeccion de w en la direccion de v indica que el vector proyeccion tiene sentido opuesto
al del vector v,

d)

d.i) {a, b, 2a - b} es un conjunto LD, ya que se observa que el tercer vector es C.L. de
los dos primeros. Ademas, por tratarse de vectores de RZ, sabemos que como maximo
podemos tener dos vectores LI. Entonces, como el conjunto tiene tres vectores, se concluye
gue es LD. EIl espacio generado es todo el espacio vectorial R?, ya que combinando los
vectores del conjunto, es posible obtener cualquier otro vector (x,y) de R2.

d.ii) {w, v} esun conjunto LI, ya que es un par de vectores no paralelos, Es decir, w # kv.
El espacio generado es todo el espacio vectorial R?, ya que combinando los vectores del
conjunto, es posible obtener cualquier otro vector (x,y) de rR2.

d.iii) {w , b} es un conjunto LI, ya que es un par de vectores no paralelos: w # kb. El
espacio generado es todo el espacio vectorial R?, ya que combinando los vectores del
conjunto, es posible obtener cualquier otro vector (x,y) de rR2.

d.iv) El vector Proy,w, tiene la misma direccién que el vector v (son paralelos), por lo
tanto, el conjunto { Proy,w ;v } es LD.

Por otra parte, el conjunto { Proy,w ; w } es LI, ya que ambos vectores no tienen la misma
direccién (no son paralelos).

18.

a) Siendo el punto R(0,0,5) el extremo superior de la antena, armamos los vectores RP;,
RP- y RP3; que representan a cada tensor. Luego verificamos que son ortogonales,
evaluando el producto escalar por pares y viendo que efectivamente éste sea nulo.

RP, = OP, — OR = (-5,—5,0) — (0,0,5) = (=5,—5,—5)

RP, = OP, — OR = (0,5,0) — (0,0,5) = (0,5, —5)

RP; = OP; — OR = (10,—5,0) — (0,0,5) = (10,—5,-5)

Verificamos la condicién de ortogonalidad calculando el producto escalar:
RP,-RP, = (—5,-5,-5)-(0,5,-5) =—-25+25=0

RP, - RP; = (-5,—5,—5) - (10,—5,—5) = =50 + 254 25 = 0

RP; - RP, = (10,—5,—5) - (0,5,—5) = —25 + 25 = 0

b) Como los tres vectores son ortogonales, sabemos que son LI, y al ser tres, sabemos que
generan R3 por lo cual forman una base ortogonal de R3. Si tomamos los vectores
normalizados (es decir, sus versores), tendremos una BON de R3.

. _ RP: - 5 5 5 )
L IRP,| V75° 75 75
RP, 5 5
b2: :<0J_P__>
IRP, || V50 /50
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RP; 10 5 5
bs ( )

" IRP3ll ~ \VI50’ 150 150
BON = {bl,bz,bg}

¢) En primer lugar escribimos el vector F, sabiendo que su magnitud o médulo es de 750
N y que tiene la direccion y sentido del versor —k.

F =750 (—k) = 750(0,0,—1) = (0,0,—750)N
Luego evaluamos las proyecciones de dicho vector en cada una de las tres direcciones:
F-RP; (0,0,—750)(-5,—5—5) 3750

FroveesF = TRp = 775 775

Proyan,F = F-RP, _(0,0,-750) - (0,5,—5) _ 3750
IRP,| 750 750

Proyee.F = F-RP; _ (0,0,-750)-(10,~5,-5) _ 3750
IRPS| V150 Ji50

d) El Teorema de Pitagoras en R3 permite evaluar el médulo de un vector conocidas sus
componentes en una base ortogonal:

vl = /vf + v2 + v3

Calculamos entonces el modulo del vector F usando las componentes ortogonales
obtenidas en el inciso anterior y verificamos que el médulo de F efectivamente es de 750N:

(3750)2  (3750)2 (3750)2
”F”_J 75 + 50 + 150

= 750 N

Figura 3.12. Representacion gréfica del ejercicio 18. [GeoGebra]
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3.3 PRODUCTO VECTORIAL. PRODUCTO MIXTO.
19.

a) Calculamos el producto vectorial entre los vectores fy OP. Un camino de resolucion
es:

m= OP A f = (3i+)+3k) A (200 + 40j + 30k)

m=600A)+20(j AT)+60(k Al)+120(0A))+40 GAJ) +120(k A))
+90(iAk)+30(jAk)+90(k AK)

m = 0 — 20k + 60j + 120k + 0 — 120% — 90j + 30{ + 0

m = (—90,—30,100)Nm

Otra manera de registrar el calculo es:

i j k 3
m=0PAf=|3 1 3|=-90i-30j+100k
20 40 30

m = (=90,—30,100) Nm

Observacion adicional:

El producto vectorial m, entre los vectores dados fy OP, siendo vectores no nulos, es un
vector no nulo. Esto verifica que fy OP son vectores L.l. (no son paralelos) También
podemos asegurar que {f,m},{0OP,m} y {f, OP} son conjuntos L.l. pero ninguno de ellos
constituye una base de R3sino de subespacios de R3. En cambio, {f, 0P, m} es una base de
R3, ya que son 3 vectores de R3 LIy por lo tanto generan a R3. Al ser conjunto LIy conjunto
generador de R3, forman una base de R3.

b) Para verificar que dos vectores son perpendiculares, calculamos el producto escalar
entre ellos:

m.f = (90,30,—100).(20,40,30) = 1800 + 1200 — 3000 =0

m.OP = (90,30,—100).(3,1,3) =270+30—-300=0

Como ambos resultados son nulos hemos verificado que el vector momento de una fuerza
m, es perpendiculara fy OP.

20.

a) Consideremos que los vectores u y v son los lados no paralelos de un paralelogramo
como el de la figura y que a es el angulo convexo que forman u y v. Al trazar una altura h
del paralelogramo (segmento perpendicular al lado v desde el extremo de u) queda
determinado un triangulo rectangulo en el que h es el cateto opuesto al angulo <y ||u|| es
la longitud de la hipotenusa. Entonces: h = ||u|| sen « (I)
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[/ @

e
-

Figura 3.13. Representacion gréfica Ejercicio 20.a.

El area A del paralelogramo que tiene por lados no paralelos a u y v, se obtiene a partir
de la expresion A = ||v|| h.Considerando el resultado de (I), tenemos que:

A = |[v]| [lull sen «
Esta expresion corresponde al modulo del producto vectorial entre vy u, |[v A u|.

Sustituyendo: A = ||[v Au]|

b) Comencemos por graficar los tres puntos P, Q y R. Existen varias formas de
determinar un paralelogramo con esos tres puntos ya que el punto S(x, y, z) no es unico.

Primera solucion posible:

Consideremos los vectores PQ = (1,4,-2) y
QR = (—2,2,—-2), lados no paralelos del paralelogramo.
Si S es el cuarto vértice del paralelogramo, se cumple:

PS=(x—-1,y+2,z—3),PQy PR son coplanares, entonces el producto mixto entre
ellos es nulo.

AN

Figura 3.14. Representacion gréfica del Ejercicio 20.b. [GeoGebra]

x—1 y+2 z-3
PS.(PQ APR)=]| 1 4 -2 |==4x-1)+6(y+2)+10(z-3)=0
-1 6 —4

—4x + 6y + 10z = 14 (@)

Si PS=(x—1,y+2,z—3) es paralelo a QR = (—2,2,—2), entonces el vector PS es
combinacion lineal de QR, y como tienen la misma longitud el escalar de la combinacion
lineal es 1. Por lo tanto:

(x—1,y+2,z-3)=(-22,-2)

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 67



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

x—1=-=-2
y+2=2
z—3=-2

Al resolver el sistema, obtenemos que las coordenadas del vértice son: §(—1,0,1) y verifica
la ecuacion (1).
Segunda solucion posible:

Seleccionemos los vectores no paralelos del paralelogramo del siguiente modo: PR y RQ.
PR = (—-1,6,—4)yRQ = (2,-2,2)

Si S es el cuarto vértice del paralelogramo, se cumple:

PS=(x—-1,y+2,z—3), PQy PR son coplanares,

entonces el producto mixto entre ellos es nulo.

Figura 3.15. Representacion gréafica Ejercicio 20.b. [GeoGebra]

x—1 y+2 z-3
PS.(PQ APR)=| 1 4 -2 |==4(x-1)+6(y+2)+10(z-3)=0
-1 6 —4

—4x + 6y + 10z = 14 ()]
SiPS=(x—1,y+2,z—3)esparaleloa RQ = (2,—2,2), es combinacion lineal de QR,
y como tienen la misma longitud, el escalar de la combinacion lineal es 1. Por lo tanto:
x—1,y+2,z-3)=(2,-22)

x—1=2
{y +2=-2

z—3=2
Al resolver el sistema, obtenemos que las coordenadas del vértice son: §(3,—4,5) y
verifica la ecuacién (1).

Observacion:

¢Hay otras coordenadas que determinen el cuarto vértice S del paralelogramo? ¢Por
que?

Calcularemos ahora el area del paralelogramo PQRS, como A =|PQ APR|.
Determinamos el producto vectorial entre PQ y PR:
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i j k -
PQ APR=|1 4 —2|=-4i+6j+10k
-1 6 —4

Luego A = ||PQ A PR|| =+/16 + 36 + 100 por lo tanto el area del paralelogramo PQRS
es A ~ 12,33[L]>.

21

a) Primero calculamos el producto vectorial entre los vectores by c:
bac=(J—k)AQi+3))=-2k—-2j+3T =(3,-2,-2)

Ahora calculamos el doble producto vectorial:
d=an(bAc)=(-2i+k)A(3i—2f—2k) =4k — 4j + 3j + 2i

d=(2,-14)

Verificamos que d es perpendicular a los vectoresa y (b A c¢) calculando el producto
escalar entre ellos:

d.a=(2,-14).(-201)=0 y d.(bAc)=(2,-14).(3,—-2,-2)=0

b) b.i) {a, b, c} es LI porque la tnica combinacién lineal posible para (0,0,0) es la de
escalares nulos. Verificamos:

(0,0,0) = k,(—=2,0,1) + k,(0,1,-1) + k3(2,3,0)

O=_2k1+2k3
O:k2+3k3
0=k1_k2

De la primera ecuacién tenemos que k; = k5 , de la tercera k; = k, sustituyendo en la
segunda ecuacién k; = 0y por lotanto k; = k, = k3 = 0.

b.ii) {b,c,b A c} es LI porque ya probamos que by ¢ son LIy b A ¢ es perpendicular al
plano que ellos determinan.

b.iii) {b,c,a A (b A c)} es conjunto LD porque aA (b Ac) es perpendicular a (bAc) y
(b A ) es perpendicular a b y perpendicular a e, entonces a A (b Ac) es combinacién
linealde by c.

Figura 3.16. Representacion grafica Ejercicio 21.b.iii.
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22.

a) Consideremos el paralelepipedo determinado por los vectores u,v y w. El &rea de la
base que determinan u y v se puede calcular como ||lu A v||. La altura del paralelepipedo
es la longitud de un segmento perpendicular a la base y que tiene por extremo al punto
asociado al vector w. Esa altura se puede determinar estudiando un triangulo rectangulo
gue tiene como cateto adyacente: h = |||w||cosa| siendo a el angulo que forma w con el
vector u A v, coincidente (por ser &ngulos alternos internos entre paralelas) con el &ngulo
gue forma w y la altura h.

utv

h=llwllcosd. _;

o)
Figura 3.17. Representacion grafica Ejercicio 22.

El volumen V del paralelepipedo se calcula:
V = area de la base . altura

V=|uAv|.h

V = [llunv| |lwl] cosal

Esta expresion coincide con el valor absoluto del producto mixto entre w, uy v,
podemos concluir:

V=lw.(uAv)|

b) Determinamos los vectores concurrentes en el vértice A:

AB = (-2,0,0) ; AC=(4,0,—-1); AD = (3,41

A partir del resultado del inciso a), sabemos que el volumen del paralelepipedo cuyas
aristas recurrentes son AB, ACy AD se puede calcular como:

V = |AB.(AC A AD)|

En el caso particular de un prisma de base triangular con aristas AB, ACy AD, su
volumen sera la mitad del volumen V del paralelepipedo.

Calculamos el producto vectorial entre ACy AD:

i j k _
ACNAD =4 o —-1|=4i—-7j+ 16k
3 4 1

Ahora evaluamos del producto mixto:
AB .(AC A AD) = (-2,0,0).(4,—7,16) = —8
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También podemos calcular el producto mixto como el determinante de una matriz de

-2 0 0

orden 3: AB.(ACAAD)=(4 0 -1{=-2(0+4)+0+0=-8
3 4 1

Luego el volumen es: Vyigma = %lAB .(ACANAD)| = % 8

Vprisma = 4‘[L]3
Observacion:

Si el producto mixto entre tres vectores de R3 es no nulo, es decir, determinan un volumen
(no nulo) en el espacio, dichos vectores son LI. Por ser 3 vectores de LI de R3, generan a
R3. Por lo tanto, forman una base de R3.

23.

a) Interpretando graficamente los datos del enunciado podemos determinar las
coordenadas de los puntos que definen la zona de excavacion (ademas de los puntos dados
A, B,CyD):

Figura 3.18. Representacion gréafica Ejercicio 23.

b) Definimos los puntos 1(3,0,0) y J(0,2,0) porque para calcular el volumen total (V;) de
tierra a extraer tenemos que determinar el volumen del paralelepipedo (Vyapaietepipedo) de
aristas IG, IC e 1J; y ademas el volumen del prima de base triangular (Vy,ismq) de aristas
ID, ICe IJ, ya que:

VT = Vpapalelepipedo + Vprisma

Sabiendo que IG = (0,0,—4), IC = (0,6,0) e I] = (—3,2,0), calculamos:

Vpapalelepipedo =|I1G (IC A 1IJ)|
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0 0 -4
Vpapalelepipedo =|0 6 0]|=72m?3
-3 2 0

Luego sabiendo que ID = (0,0,1), IC = (0,6,0) e IJ] = (—3,2,0), calculamos:

1
Vpisma = EllD uc A 1|

0 0 1
Vpismazz 0 6 0 =§.|18|=9m3
-3 2 0

Ahora podemos determinar el volumen de tierra para excavar: V; = 72m3 + 9m3 . Por lo
tanto, Vr = 81[L]3.

24.

a) Calculamos el producto vectorial entre los vectores a y b:
i j k

arb=[4 -2 3|=i(2-0)—j(-4-6)+k(0+4)=(2,10,4)
2 0 -1

Comow =a A b, concluimos que w = (2,10,4).

b) Verificamos que el vector resultante del producto vectorial entre los vectores a 'y b es
perpendicular a los vectores dados, planteando los siguientes productos escalares:

w. a=[(210,4).(4,-2,3)] =8-20+12=0
w. b =[(2,10,4).(2,0,-1)] = 4+0-4=0

c)

c.i) Como los vectores ay b no son proporcionales, son LIy el espacio generado por
{a, b} seraun plano de R3, es decir:

S={u eR®/u=kia+k,bconk, ER A k, ER}

c.ii) Expresamos al vector nulo 0 como combinacion lineal de a, b, a A b, veamos:
(0,0,0) = k;(4,-2,3) + k,(2,0,—1) + k3(2,10,4)

0= 4‘k1 + Zkz + 2k3
0 = —2k, + 10k,
0= 3k1_k2+4‘k3

Resolviendo el sistema de ecuaciones, se tiene que la tinica solucion es:

ki =k, =k;=0.

Siendo los tres escalares uinicamente nulos, los tres vectores son L1y por lo tanto el espacio
generadopor{a,b,aAnb}es R3.
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25.
a) Trabajamos con el primer miembro de la igualdad planteada en el enunciado:
i j k _
bac=13 1 0o|=0i+0j+(9—-1)k=1(0,0,8)
1 3 0
i j k 3
aN(bAc)=|-2 1 2[=08-0i—-(-16—-0)j+ 0k = (8,16,0)
0 0 8

Por lo tanto, el primer miembro resulta:

aN(bAc)= (8,16,0) (1)

Evaluamos a continuacion el segundo miembro de la igualdad planteada en el enunciado:
ac =[(-212).(1,3,00] = -2+3 =1

(a.c)b = 1.(3,1,0) = (3,1,0)

ab =[(-212).3,1,0)] = -6 + 1= -5
(a.b)c = -5(1,3,0) = (-=5,-15,0)
Luego:

(a.c)b — (a.b)c = (3,1,0) — (=5,—-15,0) = (8,16,0) (II)
A partir de los resultados en (1) y (Il) podemos concluir que se verifica la identidad
planteada para los vectores dados: a A (b Ac) = (a.c)b- (a.b)c

b) El doble producto mixto a A (b A €) es un nuevo vector que es combinacion lineal de
los vectores by c:

ar(bre)=(a.c)b-(a.b)c
donde los escalares de la combinacion linealson: ki=a.c y k2=a . b.

Porlotanto { b,c,a A (b Ac), }esconjunto LD, y no constituye una base de R3.

26.

s </

Figtira 3.19. Representacion grafica del Ejercicio 26. [GeoGebra]
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Consideramos dos posibles puntos de aplicacion del vector fuerza F, ubicados sobre la
misma recta de accion de la fuerza, y los llamamos P y Q.

Designamos M; al vector momento M; = OP » F, (1) siendo OP el vector posicion del
punto P de aplicacion de la fuerza F .

Designamos M- al vector momento M- = OQ » F, (11) siendo OQ el vector posicion del
punto Q de aplicacion de la fuerza F.

Los vectores posicidon mencionados cumplen la siguiente relacion:
0Q + QP =0P(l11)

Sustituimos (111) en (1) y obtenemos:

M:=(0Q +QP) nF

Aplicamos propiedad distributiva del producto vectorial con respecto a la suma de
vectores en el primer argumento:

M:=0Q "F+QP A F
Pero los vectores QP y F son paralelos por estar Py Q en la recta de accion de la fuerza F.
Por lo tanto, el producto vectorial QP » F es nulo. Es decir, M; resulta :

M; = 0Q ~ F, pero esta expresion coincide con (11).
Es asi que M; = M-

27,

a) Siendo v perpendicular a los vectores a y b, calculamos el producto vectorial:
i ]k

arb=|l 2 3|=i(2+6)-j(1-9)+k(-2-6)=(8,8,-8),
3 21

El vector resultante aAb es proporcional al vector v = (v, v, ,v,){3, qep-tignen la misma
direccién (son paralelos). Entonces,
(8,8,-8) =k(v,,v,,V,)

88 8 )
(E’E’—E]—(VX’VWVZ)

La otra condicion que cumple el vector v es: v. e = 40, por lo tanto sabemos que:
(Ve»Vy,V,).(1,3,-6) =40, es decir:
v, +3v, —6v, =40 (2)

Sustituyendo (1) en (2) obtenemos:
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833 (-840
k "k k
8

+24+48
40

Resulta: v =(4,4,-4), y la solucién es Unica.

k;k=2

b) El conjunto formado por los vectores a, by v es una base de R3porque a, by v son tres
vectores de R3LI. Veamos:
(0,0,0) = k,(1,2,3) + k,(3,—2,1) + k3(4,4,—4)

0=ky+ 3k, + 4k;

0 = 2k, — 2k, + 4k,

0 =3k, +k, — 4k3
Resolviendo el sistema de ecuaciones, se tiene que la Unica solucién es k; = k, = k3 = 0.
Siendo los tres escalares tinicamente nulos, los tres vectores son L1y por lo tanto el espacio
generado por {a, b, v} es R3. Al ser conjunto LIy conjunto generador de R3, forman una
base de R3.

28.
a) Calculamos el producto vectorial entre by c:
i j k
bac=|2 3 2 |=i(-30-2a)— j(-20+8)+k(2a +12) = (-30-2a,12,2a +12)
-4 a -10

Luego evaluamos a . (bAc) y resulta:
(2,3,5).(-30-22,12,2c +12) = =60 — 4 + 36 + 10 + 60 = 36 + 6

Como sabemos que el producto mixto es nulo, se tiene que 36+6a =0

Por lo tanto o =—6.

b) Siendo nulo el producto mixto, los vectores son coplanares, y por lo tanto linealmente
dependientes. Entonces, a, by ¢ no forman una base de R3.

Otra forma alternativa de justificar la respuesta es planteando la combinacion lineal de los
tres vectores a, b y ¢ que da por resultado el vector nulo. En este caso se determina que
los escalares de dicha combinacion lineal no son Unicamente nulos. Es decir, existen
infinitas soluciones para los escalares, incluyendo la solucion nula o solucion trivial. Por
lo tanto, los vectores son LD y no forman una base de R3.
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29.
Expresamos los vectores asociados a las tres aristas no paralelas:
DA =(9,0,0); DB=(0,9,0); DC=(0,0,9)
Y calculamos el producto mixto:
9 0 0

DA.(DBADC)=/0 9 0[=729
009

El volumen del tetraedro es igual a 1/6 del volumen del paralelepipedo que tiene a los
vectores como aristas adyacentes. Por lo tanto:

729
Volietraearo = 6 [L]® = 121.5[L]3

| [
L3 At
1

/ \

Figura 3.20. Representacion gréfica del Ejercicio 29 [GeoGebra].

30.
a) Definimos los vectores BA =(4,0,0)y FB = (0, 0, 10). Y luego calculamos el area:
i j k
4 0 O
0 0 10

b) Definimos los vectores fuerza Py el vector asociado al puntal HC:
Vector Fuerza: P =1000 (5) = 1000 (0,-1,0) = (0, -1000, 0) N
Vector asociado al puntal: HC=(2,-3,5)

Area = ||[BAANFB|| = = ||(0i — 40j + 0k)|| = 40m?

Figura 3.21. Representacion gréfica Ejercicio 30.
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PoHC HC _ (-1000)x (-3) (2,-3,5) _ 3000 (2,-3,5) = (3000_ 4500_7500) N
lHC| |HCl| —  V22+32+52 +22+32+52 38 ~’ '/ 7\ 19 19 ' 19

ProyPyc = ;
ProyPyc=(157,9,-236,8, 394,7)

c)
HC = (2,-3,5) y HD=(-2, -3, 5)
__HCoHD _ 2.(=2)+(-3).(-3)+55 _ 30 _
cos @ = |HC||HD|| =~ V22+32+52v22+32+52 38 0.7895

@ = arc cos 0.7895 = 37.86°

d)
HF = (-2, -3,0) y HD=(-2, -3, 5)
) -2 =3 o
Vol=:|HF o (HDAHO)|=1|-2 -3 5 =|§[—6O|=20m3
2 -3 5

3.4 PLANOS
31

a) A partir de los puntos dados, teniendo en cuenta que dichos puntos pertenecen al plano
buscado, por diferencia de coordenadas hallamos dos vectores AB y AC, los cuales estan
contenidos en el plano:

AB=(2-(-1), (-3)-1, 4-0)=(3, -4, 4)

AC=((-3)-(-1), 1-1,1-0)=(-2, 0, 1)

El producto vectorial de ambos vectores da por resultado el vector normal al plano
buscado.

i j k R
n,=ABxAC=|3 —4 4|=-41—-11j—-8k=(—4,-11,-8)
-2 0 1

A partir del vector normal hallado y de alguno de los tres puntos dato, escribimos la
ecuacion vectorial del plano:

AP.n=0

(x+1, y-1, 2).(-4, -11, -8)=0

Ordenando la expresion anterior obtenemos la forma punto normal de la ecuacion del
plano:

(-4)(x+1)-11(y-1)-8z=0

A partir de la ecuacion anterior, hallamos la ecuacion general:

-4x-11y-8z+7=0
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4x+11y+8z-7=0

Dividiendo ambos miembros de la ecuacién anterior por 7, obtenemos la ecuacién
segmentaria del plano:

Xy zZ
if4'jzr+“z'— 1
4 11 8

Con los vectores AB y AC, previamente hallados y alguno de los tres puntos dato que
pertenecen al plano es posible escribir la ecuacion vectorial paramétrica del mismo de la
siguiente manera:

(x, y, 2)=(-1, 1, 0)+A(3, -4, 4)+p(-2, 0, 1) A€ER; BeR

Por lo cual las ecuaciones cartesianas paramétricas seran:

x=-1+31-28
y=1-421
Z=4A+p A€R; PeR

b) - Plano paralelo al plano yz que pasa por el punto B(2, -3, 4)

Dicho plano debe tener un vector normal que resulte paralelo al eje x, es decir:

n, = (4,0,0)

Un ejemplo de dicho vector normal es: n, = (2,0, 0), con lo cual la ecuacion general del
plano buscado para dicho vector normal es:

2x+D=0

Reemplazando las coordenadas del punto dado (punto B), y despejando adecuadamente
de la ecuacién anterior, obtenemos D=-4, con lo cual luego de reemplazar y simplificar la
expresién para dicho valor de D, la ecuacion general del plano buscado es x-2=0

o
i ~

Figura 3.22. Representacion grafica Ejercicio 31.b.1.

- Plano paralelo al plano xy que pasa por el punto C(-3, 1, 1).
Dicho plano debe tener un vector normal paralelo al eje z, es decir: n, = (0,0, C)
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Un ejemplo de dicho vector normal es: n,, = (0,0, 3), con lo cual la ecuacion general del
plano buscado para dicho vector normal es:

3z+D=0

Reemplazando las coordenadas del punto dado y despejando adecuadamente obtenemos
D=-3, con lo cual la ecuacién general del plano es z-1=0

i,

Figura 3.23. Representacidn gréafica Ejercicio 31.b.2.

32.

a) De la ecuacion general de los dos primeros planos extraemos las componentes de sus
vectores normales:

n;. =((2,-11)

ng., =(1,0,-2)

Para el caso del tercer plano, obtenemos el vector normal a partir del producto vectorial
de los vectores paralelos al mismo:

—~

i j k ~
gz = (2,0,—4)x(2,51) =2 0 —4|=20i—10j+ 10k = (20,~10, 10)
2 5 1

Del andlisis de las correspondientes componentes surge: n,3 = 10 n,4, con los cual es
posible afirmar que el plano nz es paralelo al plano .

b) De la misma manera, evaluando el producto escalar entre los planos m: y 7t2, obtenemos:
NNy =(2,-1,1).(1,0,-2)=24+0-2=0

A partir de la expresion anterior es posible afirmar que los planos m y 72, son
perpendiculares.

c) Para obtener la interseccion del plano i con los planos coordenados, es decir cada una
de las trazas, es necesario resolver los sistemas de ecuaciones dados por la ecuacion de
dicho plano y las ecuaciones de cada uno de los planos coordenados.

Traza en el plano coordenado yz:
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{Zx —y+z—-3=0
x=20

De esta manera la traza resulta:
y=z—-—3;x=0

Traza en el plano coordenado xz;
{Zx —-y+z—-3=0

y=0

De esta manera la traza resulta:
1
X =5(—z+3) ;y=0
Traza en el plano coordenado xy:

{2x—y+z—3=0
z=0

De esta manera la traza resulta:
y=2x—3;2z=0

d)

X=1/2(-2+3)

Ejercicio32ayb Ejercicio 32 ¢

Figura 3.24. Representacion grafica Ejercicio 32. [GeoGebra]

33.

a) Del andlisis de la ecuacion dada, es posible indicar: n;; = (—3,0,1); R(2,-1,5)
Por lo tanto, n,;, = (—3,0,1), y la ecuacion del plano est4 dada por:
—-3x+z+D=0
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Reemplazamos las coordenadas del punto Q para hallar el coeficiente D:
(=39)+1+D=0

Obtenemos D = 26 y reemplazamos en la ecuacion del plano, obteniendo:
—3x+z+26=0

El plano paralelo al plano dado que pasa por el punto Q es Unico.

b) Se busca un vector n,3 de tal manera que n;{.n;3 =0

n,s = (1,0,3)

x+3z+D =0

Reemplazando las coordenadas del punto R para hallar el coeficiente D:

2+4+3.0+D =0, obtenemos D = -2

x+3z—-2=0

El plano perpendicular al plano dado que pasa por el punto R es no es Unico ya que existen
infinitos vectores n,3; que satisfacen la ecuacidn n,y.n,3 =0. La interpretacion

geométrica del problema se puede observar en la siguiente figura en donde se han
representado dos planos ;3 que cumplen las condiciones dadas.

Figura 3.25. Representacion gréfica Ejercicio 33. [GeoGebra]

Analiticamente tenemos:

n,; = (4,B,C)

Nyp.My3 =0 = (=3,01)-(4,B,€) =0
—344+C=0=(C=34

La unica condicién que tenemos sobre las componentes (A,B,C) es que C=3A. No hay
ninguna condicion sobre la componente B, que ha quedado libre. Entonces, cualquier
vector de la forma n,3 = (4,B,34) , 0 bien n3 = (1, B, 3), podra ser usado como vector
normal para obtener un plano perpendicular a ;.
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34.

a) A partir de las ecuaciones dadas, escribimos la ecuacién de la familia de planos que pasa
por la interseccion de los planos dados:

2x—y+z+1+ Bx+2y—2z—4)=0 B ER
R+px—A-2B)y+(1—-B)z+1—-4B=0

El punto Q dado, debe satisfacer la ecuacion anterior, por lo cual:
C+pH-A-281+1-p1+1-48=0

De esta manera es posible encontrar el valor de [ correspondiente:
—2—B—-1428+1—-B+1—-48=0

1
F="3

Entonces, la ecuacion general buscada resulta:

; 6

5
Zx—1y+zz+2—0

b) Para hallar el angulo entre los planos dados escribimos en primer lugar los vectores
normales de los mismos.

n; =(2,-11)
n., =(1,2,-1)
Con dichos vectores es posible evaluar el &ngulo a partir de la expresion:

nn’l.nn'Z
cosf = ———
I |72z |l
2,-1,1).(1,2,-1) 2-2-1 1
cosf = = - __
V6v6 6 6
6 = 99.59°

¢) El plano m, normal a los planos dados debe tener un vector normal que resulte
perpendicular simultdneamente a los vectores normales de dichos planos.

—~

it j k -
Ny =Npxng, = (2,-1,Dx(1,2,-1) =2 -1 1|=-1+3j+5k=(-1,3,5)
1 2 -1

A partir de dicho vector normal y el punto Q dado, obtenemos la ecuacion general del
plano buscado:

(-Dx+3y+5z+D=0
(-1D(-1)+31+51+D=0
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D=-9

—x+3y+5z—9=0

Para hallar el punto de interseccién de los tres planos es necesario resolver el siguiente
sistema de ecuaciones lineales:

2x—y+z+1=0
x+2y—z—-4=0
—x+3y+5z2—9=0

Cuyo resultado brinda las coordenadas del punto de interseccion 1(2/7 ; 15/7 ; 4/7)

’

' 4

Figura 3.26. Representacion grafica Ejercicio 34 [GeoGebra].

35.

a) Para hallar puntos del plano dado en su forma vectorial paramétrica es necesario fijar
valores de los parametros py

Para p=1y p=2 — R(17, 14, 22)
Para p=-1y p=1— S(7, 2, 10)

b) En primer lugar, evaluamos el vector normal al plano dado a los efectos de obtener sus
componentes:

Ny = (2,4,2)x(6,4,8) = = 24i — 4f — 16k = (24, —4,—16)

QN &Y

i
2
6

L
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A partir de dicho vector normal y el punto conocido del plano, obtenemos la ecuacion
general del mismo:

24x —4y—16z+D =0

243—-42-164+D =0

De donde se obtiene D = 0 y por lo tanto la ecuacién es: 24x — 4y — 16z = 0

Para hallar la distancia entre un punto dado y un plano utilizamos la siguiente expresion:
_|AP.ng| |Axo + Byy + Czy + D|

In:ll ~  VAZ+BZ+(2
. 24 — 43163 9360
N .

¢) Los planos buscados son paralelos al plano dado y distan 3 unidades del mismo, por lo
cual es posible considerar el mismo vector normal y es necesario encontrar los coeficientes
D de las ecuaciones de dichos planos. Para resolver esta situacion, en la ecuacioén de
distancia de un punto a un plano, el punto dato pasa a ser ahora un punto conocido del
plano original, en tanto que el plano, es el plano buscado cuyo coeficiente D se desea
determinar:

,_1243-42-164+4D| _[0+D|

V848 /848
|0+ D| = 3V848

Por lo tanto: D, = 3v/848 = 87.36 ; D, = —31/848 = —87.36

Las ecuaciones de los dos planos que distan 3 unidades del plano dado resultan:
24x —4y —16z+ 8736 =0

24x — 4y — 16z —-87.36 =0

Figura 3.27. Representacién gréafica Ejercicio 35. [GeoGebra]
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Observacion:

Dada la ecuacion general de un plano Ax+By+Cz+D=0. Si a dicha ecuacion se la multiplica
por un numero real, se obtendra otra ecuacion del mismo plano. Por ejemplo:

2x-y+3z+7=0 ; 4x-2y+6z+14=0 ; 6x-3y+9z+21=0; ......

La ecuacion del plano no es Unica, sino que podemos expresarla de diferentes maneras.
Sin embargo, dicho plano, 2x-y+3z+7=0 si es Unico. Como lugar geométrico de puntos de
R3 tenemos un unico plano, cuya ecuacion puede presentarse de diferentes formas, todas
equivalentes.

En el Ejercicio 31 hemos obtenido un unico plano (como lugar geométrico) solucién de
cada inciso. Sin embargo, cada uno de esos planos podriamos expresarlos a través de
diferentes ecuaciones, cada una de las cuales describe el mismo lugar geométrico.

En el Ejercicio 33 hemos obtenido en el inciso a) un Unico plano (como lugar geométrico).
Sin embargo, podriamos expresar a dicho plano través de diferentes ecuaciones, cada una
de las cuales describe el mismo lugar geométrico: —3x +z4+26=0; —6x+2z+52=0;
ecuacion segmentaria, vectorial paramétrica, etc. En el Ejercicio 33 en el inciso b) hemos
visto que no existe un Unico plano (como lugar geométrico) solucion del problema
planteado y en el Ejercicio 35 en el inciso ¢) encontramos que existen dos planos solucién
del problema dado.

Cada vez que encontramos la ecuacién de un plano solucion de nuestro problema, sea este
anico o no, dicho plano puede quedar expresado de diferentes formas.

Cuando nos preguntamos si es Unico 0 no, nos estamos refiriendo al lugar geométrico de
los puntos de R3 que cumplen las condiciones de nuestro problema (y no a las ecuaciones
gue describen ese lugar geométrico).

36.
Sean los vectores: BA = (1,1,3), CA = (1,2,2), DA = (1,1,2)
Si los cuatro puntos pertenecen a un mismo plano, entonces el volumen del paralelepipedo

definido por los tres vectores calculados debe ser nulo. De lo contrario, los tres vectores
no son coplanares y los cuatro puntos no pertenecen a un mismo plano.

1 1 3
VO]ABCD = |BA/\CA DAl =1 2 2|=1
1 1 2

Como el volumen no es nulo, se concluye que los cuatro puntos no pertenecen a un mismo
plano.

37.

a) El angulo entre dos planos es igual al angulo 6 entre sus vectores normales, entonces:
n, = (551) ;n,, = k=(0,0,1)
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ng-ny  (551)-(001) 1

= = = 0 = 82°
72l ||72y | V51 V51

cosl =

b) Primero encontramos los puntos de interseccion entre el plano r y los ejes coordenados:
A(x,00)=>5x+0+0-5=0=>x=1 = A(1,0,0)
B(0,y,00=>0+4+5y+0-5=0 =2y=1 = B(0,1,0)
€(0,0,z2)=20+0+2z—-5=0 =>2z=5 = ((0,0,5)

Figura 3.28. Representacién gréfica Ejercicio 37. [GeoGebra]

Tomamos los tres vectores posicion de dichos puntos, los cuales seran las aristas del
tetraedro. Para calcular su volumen, consideramos 1/6 del producto mixto entre dichos
vectores.

1 0 O

0 1 0

1 1
VolrgrraEDRO = 3 |OAANOB-0C| = 3
0 0 5

c¢) Siguiendo el procedimiento desarrollado en la seccién Distancia de un punto a un
plano, del Libro Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias, tenemos:

_|Axg +Byg + Czo +D| _|36]
[zl V51

38.

a) La ecuacion de la familia de planos que pasa por la interseccion de m, y m, esta dada
por: 2x —4y +2z—-3+k(2x+ 6y —z—26) =0 ,k € R. La ecuacion del plano 5 se
obtendra de la expresidn anterior, para algun valor especifico de k. El punto R(1,4,3) debe
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satisfacer la ecuacion del plano w5, por lo tanto usaremos sus coordenadas, reemplazadas
en la ecuacioén, para obtener el valor de k correspondiente.

2—4-44+2-3-34+k(2+6-4-3-26)=0 = k=-11/3
11
1T3:2x—4y+22—3—?(2x+6y—z—26)=O

16 o 17277
M3i =5 X yt3zt—=

b) Para que el plano m, sea perpendicular a m; y a m,, su vector normal debe ser
ortogonal a los vectores normales de m; y m,. Por lo tanto lo obtenemos mediante producto
vectorial entre ambos vectores:

Ny, = (2,—4,2)

N, = (2,6,—1) Tt

=Ny, ANy, = (—8,6,20)

4

Para que el plano m, contenga al punto (0,0,0) sabemos que el término independiente de
su ecuacion debe ser D=0, entonces ,: —8x + 6y + 20z = 0

C) El plano m, no pertenece a la familia de planos indicada: no contiene a la recta de
interseccion entre m, y m,, Sino que es perpendicular a la misma. Por lo tanto, no existe
ningun valor de k en la ecuacion de la familia que nos dé como resultado la ecuacion del
plano m,. Para que un plano pertenezca a la familia, es condicion necesaria que su vector
normal sea combinacion lineal de los vectores n,, y n,,, es decir, sea coplanar con los
mismos. Para el caso de m, , su vector normal n,, no es coplanar con n,, y n,,, sino que
es perpendicular a ellos.

39.

a) Ecuacion del plano xy: z = 0 ; Ecuacién del planoxz: y =0
Por lo tanto, la ecuacion de la familia de planos que pasan por la interseccién de plano xy
y del plano xzestddadapor: y+kz=0 ,k€R

z

X
Figura 3.29. Representacion grafica Ejercicio 39.a.
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b) Un plano bisector entre dos planos cualquiera es aquel que forma el mismo angulo
con cada uno de los dos planos. En este caso, debemos encontrar un plano bisector de los
planos xy y xz. Este plano pertenece a la familia de planos del inciso a), por lo tanto,
debemos encontrar el valor de k para el cual el plano resultante forma el mismo angulo
con ambos planos coordenados. El vector normal de un plano cualquiera de la familia
indicada esta dado por: n, = (0,1, k). Buscamos el valor de k tal que el vector n,, forme el
mismo angulo 6 con los versores k y j (los vectores normales de los planos xy y xz
respectivamente)

—~

ny -k ]
cosf = — = -
Ingll||k||  lInellIj
(0,1,k)-(0,01) (0,1,k)-(0,1,0)
lIn|l lIn|l

De donde se obtiene k = 1. La ecuacion de un plano bisector es entoncesy +z =0
Observamos que dicho plano forma un dngulo de 45° con los planos coordenados.

El plano encontrado no es tinico. Puede obtenerse otro considerando el versor —k para el
plano xy (ya que también es un vector normal del mismo). En ese caso:

Ny - (_’IE) _ N4 ‘j

cosf = — = K
Ing ||kl ln 7l
(0,1,k)-(0,0,—-1) (0,1,k)-(0,1,0)
I lIng |

De donde se obtiene k = —1 . La ecuacion de otro plano bisector es entonces y — z = 0,
gue también forma un angulo de 45° con los planos coordenados.

ZA Ny

v

" =y/ 7

y+z=0 y—z=0

Figura 3.30. Representacion gréfica Ejercicio 39.b.
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40.

a) Paraobtener puntos que pertenecen al plano, basta con darle valores a los parametros
uy B, por ejemplo:

Siu=lyp=0= OP;=(2,6,-2) = P,(2,6,—2)

Sip=0yp=l= OP, = (422) = P,(422)

b) Obtenemos primero el vector n,, normal al plano r,, mediante el producto vectorial
entre los vectores (1,4,-2) y (3,0,2), ambos paralelos al plano.

Ny, = (1,4,-2) A (3,0,2) = (8,—8,—12)

Para que el plano m, sea perpendicular al plano w4, sus vectores normales deben ser
perpendiculares, entonces, siendo n,, = (4, B, (), tenemos:

Ny, Ng, =0 = (8,-8,-12) - (4,B,C) =0

84—8B—12C =0 [1]

Ademas, si el plano m, es paralelo al eje z, entonces su vector normal debe ser
perpendicular al versor k

k-n,,=0=1(001)-(4B,0)=0

C=0 [2]

De [1] y [2] obtenemos:

{8A—83—12C=0
c=0
Entonces, n,, = (4,4,0) = A(1,1,0), es decir, que el vector normal del plano m, puede ser

cualquier vector paralelo al (1,1,0).

= A=BEB

Escribimos entonces la ecuacion cartesiana (o general) del plano m,

m,: x+y+D=0

Como el mismo debe pasar por el punto (0,0,0), sabemos que D=0, entonces:
Ty x+y=0

Otra forma de obtener n,:

Como 7, es perpendicular a mr;, el vector n,, sera paralelo a my, y por lo tanto es
combinacién lineal de los vectores (1,4,-2) y (3,0,2), es decir:

(A,B,C) = k,(1,4,-2) + k,(3,0,2) Jkiyvk, €ER

Incorporando la condicion [2] tenemos:

kl + 3k2 == A A == 4k1
_Zkl + 2k2 = 0 kl == kz

'n,ﬂ-2 = (4‘k1,4‘k1, O) ’kl ER
ng, = (1,1,0)
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3.5 RECTAS

41.

a) Para escribir la ecuacion de una recta necesitamos conocer datos que nos indiquen su
direccién y su ubicacion en el plano (o en el espacio si estamos en R3). Podemos conocer
dos puntos de la recta, o un punto y la pendiente, o bien un punto y su vector director. El
vector director nos indica la direccion de la recta, y un punto de la misma nos indica su
ubicacion.

Sabemos que la recta L, pasa por el punto A (3,1), es decir: A (3,1)e L,

También sabemos que es paralela a la recta determinada por los puntos By C, por lo tanto,
podemos conocer su vector director como:

d,, =BC=0C—-CB=(-22)—(41) = (-6,1)

Planteando la ecuacion vectorial paramétrica, resulta:

OP =0A+tBC;teR

en términos de sus componentes:

(x,y) =3B,1) +t(—61);teR

Igualando componente a componente, obtenemos las ecuaciones vectoriales
parameétricas:

x=3—-6t
{y=1+t iteR

Eliminando el pardmetro, se llega a la ecuacion cartesiana:
x—3 y-—1

-6 1
Reordenando y reagrupando tenemos la ecuacion punto pendiente:

! 3) = 1
—cG-=0-D

y la ecuacién explicita:
1 3

y=—gx+§

Finalmente, pasando todo hacia un lado de la igualdad, resulta la ecuacioén general:
x+6y—9=0

b) Para la recta L, que pasa por el punto Q (2,2), y es perpendicular a la recta L,
determinada en el inciso anterior, tenemos que:

Q (212)6 LZ
dLZ 1 dLl
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Un vector perpendicular a d;; = (—6,1) se obtiene intercambiando las componentes de
lugar y cambiandole el signo a una de ellas, luego:

d., = (16)
Observacion:
En R?, hay una Unica direccion perpendicular a un vector, que podemos encontrar

rapidamente mediante el procedimiento anterior. Pero si estamos en R3, debemos tener
en cuenta que hay infinitas direcciones perpendiculares a un vector.

Planteando la ecuacién vectorial paramétrica, resulta:

OP =0Q +kd;,;keR

en término de sus componentes:

(x,y) =(22)+k(1,6);keR

Igualando componente a componente, obtenemos las ecuaciones vectoriales
paramétricas:

x=2+k
{y =2 -t6k JkeR
Eliminando el parametro, se llega a la ecuacién cartesiana:
x—2 y-—2
1 6

Reordenando y reagrupando tenemos la ecuacion punto pendiente:

Y=~

y la ecuacién explicita:

y = 6x — 10

Finalmente, pasando todo hacia un lado de la igualdad, resulta la ecuacion general:
6x—y—10=0

Graficamos:

Figura 3.31. Representacion gréfica del Ejercicio 41 [GeoGebra].
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42.

a) La ecuacion de la familia de rectas que tiene ordenada al origen b = —4 resulta:
y=mx—4;meR
Observamos que el parametro de la familia es m € R, la pendiente de dicha recta. Todas

las rectas que pertenecen a esta familia, tienen como ordenada al origen a b = —4, es decir
gue pasan por el punto B(0,—4), y lo que varia entre ellas es la pendiente.

Observacion:

La recta vertical x = 0 también pasa por el punto B(0, —4). Sin embargo, no pertenece a la
familia, porque no podemos decir que su ordenada al origen sea b = —4 (su interseccion
con el eje y no es so6lo ese punto, sino que es todo el eje y). Esta recta no tiene ecuacion de
la forma pendiente/ordenada al origen, sin embargo, podemos pensarla como una recta
cuya pendiente tiende a infinito.

b) Para encontrar el &ngulo entre las rectas determinamos en primer lugar los vectores
directores de las mismas, y luego el angulo entre ellos:

Siendo L;: 3x—3y+1=0:

Vemos que esté expresada mediante la ecuacion general (por estar igualada a cero). Por lo
tanto, un vector normal a L, resulta:

n, = (3,-3)

El vector director de L, puede obtenerse a partir de un vector perpendicular a n;; =
(3,—3). Luego:

di=(33)

Siendo L,: x =—-y—3

La ecuacion explicita resulta:

y=-x—3

. -1 u .
Observamos que la pendientees m = —1 = == u—y entonces, un vector director de L, es
X

d, = (uy, uy) =(1,-1).
Se determina el angulo a partir de la definicién de producto escalar:

Cdpd, | (33).(L,-1)
cosO = =
ldpll- ld2ll /3232 J12 4+ (-1)2
h=—o3 _
cosf = =
V182

6 = arccos(0) =90°
Por lo tanto, las rectas son perpendiculares.
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¢) La ecuacion de la familia de rectas que pasan por la interseccion de las dos rectas dadas
en el inciso anterior resulta:

Bx—3y+1)+k(x+y+3)=0;keR
d) Representamos graficamente:

@

@

s

[}

Figura 3.32. Representacion grafica del Ejercicio 42.a [GeoGebra].

10 L

Figura 3.33. Representacion gréfica del Ejercicio 42.b y c. Se representa la recta L3 que se obtiene para
k=-4 en la familia de rectas. [GeoGebra].

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 93



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

43.
a) Conocemos ladireccion de larecta L,, ya que es paralela al vector v = (2, —1,3). Es decir,
tomamos a dicho vector como vector director de la recta. Por otra parte, conocemos
también la ubicacion de la recta en el espacio, ya que ésta debe pasar por el punto dato Q
(2,2,-2). Entonces:

Q(2,2,-2)e L,

di.//v

Planteando la ecuacién vectorial paramétrica, y tomando a d;; = v, resulta:

OP =0Q +kd;;;keR

en término de sus componentes:

(x,y,2)=22,-2)+k(2,—-1,3);keR

Igualando componente a componente, obtenemos las ecuaciones vectoriales
paramétricas:

x =242k
y=2—-k ,keR
z=—2+3k

Eliminando el pardmetro, se llega a las ecuaciones simétricas:
x—2 y—2 z+2

2 -1 3
b) Tenemos las ecuaciones de los planos coordenados, a saber:

Tyy:Z =10
T,y =0
Ty,:x =0

Para encontrar la interseccion entre lugares geométricos cualesquiera, debemos resolver
el sistema de ecuaciones con las ecuaciones de dichos lugares geométricos, entonces:
Interseccion entre L1y el plano m,,,:

x =242k

y=2—-k
z=—-2+3k
z=0

Luego,
z==-243k=0
P 2

K
Siendo,

—oyok=p42210
x= = 3773
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—2 k=2-2=1
ymeTET TR

. ., 10 4
La interseccion de L; con m,,, es el punto ,,, (?,5, 0)

Interseccion entre L1y el plano m,,:

x =242k

y=2—-k

z=-2+3k
y=0

Luego,
y=2—-k=0
k=2
Siendo,
x=2+2k=2+22=6
z=—-2+4+3k=-2+4+32=4
La interseccion de L, con m,, es el punto I,.,(6,0,4)
Interseccion entre L1y el plano m,,,:

x =242k

y=2—-k
z=-2+3k
x=0

Luego,
x=24+2k=0
k=-1
Siendo,
y=2—-k=2-(-1)=3
z=-2+3k=-24+3.(-1)=-5
La interseccion de L, con m,,, es el punto I,,,(0,3, —5)

¢) Una manera de determinar dos puntos de la recta, distintos a los determinados en el
inciso anterior, es trabajar desde las ecuaciones vectoriales paramétricas y adoptar
cualquier valor de k distinto a los obtenidos en el inciso anterior. Los valores de k

determinados previamente son k = % k=2yk=-1.

x =2+ 2k
Li:l y=2—k ,keR
z=-2+4+3k

Podemos darle cualquier valor al pardmetro, por ejemplo, para k = 1 resulta:
x=2+2k=2+21=4
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y=2-k=2-1=1
z=-2+43k=-2+31=1
,(4,1,1)

Y para k = 10 resulta:
x=2+4+2k=2+210=22
y=2-k=2-10=-8
z=-2+4+3k=-2+3.10=28
1,(22,-8,28)

d) Llamamos L, a la recta:

x=4—-2t
Ly:yy=3+2t teR
z=-7+3t

Para encontrar el angulo entre L, y L,, determinamos el angulo entre sus vectores
directores. Sabemos que:

d,=v=(2,-13)

El vector director de L, se obtiene directamente de las ecuaciones vectoriales

paramétricas. El coeficiente que acompafa al parametro es la componente asociada a la
variable presente en la ecuacion. Es decir, el vector director de L, es:

sz = (_2,2,3)
El angulo entre ellas resulta:
d,,.d;, (2,-1,3).(—2,,2,3)
cosl = =
ldill-lldiall  \f22 + (=1)2 + 32 \/(=2)2 + 22 + 32

6="2"2*%_ (1045

cosf = ——=0,
V14+/17

0 = arc cos(0,1945) = 78°47'12,32’
Observacion:

Cuando consideramos angulos entre rectas no perpendiculares, se forman dos angulos
suplementarios, uno agudo y otro obtuso, y cualquiera de los dos es valido como respuesta.
Podriamos haber tomado un vector director con sentido opuesto a los utilizados para el
célculo, en cualquiera de las rectas, y asi obtendriamos analiticamente el otro angulo.

e) Para determinar la distancia entre la recta L; y el punto M(4,—1,3) utilizamos la
siguiente expresion, correspondiente a la distancia entre un punto y una recta en R3:

_ QM Ady|
ezl
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siendo QM un vector con origen en un punto cualquiera de la recta L; (en nuestro caso el
punto Q) y el punto al cual se pretende obtener la distancia.

El vector QM resulta:
QM = OM - 0Q = (2,-3,5)

ik
QMAdy =2 -3 5|=((=3).3-5.(=1))i— (23 -5.2)j + (2.(=1) = (=3).2)k =
2 -1 3

QM Ad = (—444)

QM Adyq]l = (—4)% + 42 + 42 = V48

ldp1ll = \/22 +(-1)2+32=+14

b= @M Adull _ V48
lldpall Vi4

La distancia entre la recta L; y el punto M es de 1,85 unidades de longitud.

= 1,85 [L]

44.
a) Larecta L, se encuentra expresada como la interseccion del planom;:—x+y+1=0y
elplanom,: —6y +3z—-3 = 0.
Debemos obtener las ecuaciones simétricas de dicha recta, que tienen la forma:
X_x0=y_3’0=Z_ZO

Uy Uy u,

siendo Py (xo, Yo, Zo) UN punto perteneciente a la recta, y u = (uy, u,, u,) el vector director
de lamisma. Es posible obtener estas ecuaciones reordenando términos en las ecuaciones
de los planos, como se muestra a continuacion:

Despejamos una de las variables (la misma) de las ecuaciones de los planos, y las
igualamos:

x—1
—x+y+1=0 — y= 1
3z—3 z-1
—6y+3z—-3=0 — y= =
Igualando:
x—1 z-1
Y= T2

Para mayor claridad, se completan términos de manera de llegar a la misma forma de las
ecuaciones simetricas:
x—1 y—-0 z-1

1 1 2
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Observamos que los numeros directores son u,, = 1, u,, = 1yu, = 2. Por lo tanto, el vector
director de la recta es:

d,=(112)

Y un punto de la misma:

P(1,0,1)

La ecuacion vectorial paramétrica resulta:
OP =0P +kd;,;keR

en término de sus componentes:

(x,v,z) =(1,01) + k(1,1,2) ;ke R

Otra estrategia de resolucion:

Para obtener la ecuacion de la recta, necesitamos conocer su vector director y un punto de
la misma. Como la recta estd contenida en ambos planos simultdneamente, su vector
director es ortogonal a los vectores normales de dichos planos. Entonces, podemos
determinar un vector director a partir del producto vectorial de las normales de los dos
planos.

ng; = (—1,1,0)
Ny = (0,—6,3)
Ny A, = (3,3,6) = 3(1,1,2)

Figura 3.34. Representacion grafica del Ejercicio 44 a. Recta L2 como interseccion de dos planos.
[GeoGebra]

Para determinar un punto que pertenezca simultaneamente a los dos planos, basta con
encontrar una de las infinitas soluciones del sistema de ecuaciones:
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{ —x+y+1=0
—6y+3z—3=0

Para ello, podemos adoptar arbitrariamente el valor de alguna de las tres coordenadas, y
determinar mediante las ecuaciones las otras dos coordenadas.

Siendo la ecuacion del primer plano m;:

—-x+y+1=0

Asignamos, por ejemplo, el valor a la coordenada y = 0 (se toma el valor cero por

simplicidad, pero cualquier otro valor es valido), y se encuentra de la ecuacion del primer
plano el valor de la coordenada x = 1.

Con el valor de y = 0y de x = 1 determinados a partir de la primera ecuacion, vamos a la
segunda ecuacion correspondiente a m, para encontrar un valor de la coordenada z que
cumpla con dicha condicién.

La ecuacion del segundo plano es:
—6y+3z—3=0

6y+3 6.(0)+3
Z = = =1

3 3
Por lo tanto, un punto perteneciente al plano resulta:
P(1,0,1)

Con el vector director y el punto se plantea la ecuacion vectorial paramétrica.

b) Para determinar la posicién relativa entre las rectas L, y L, seguimos el siguiente
procedimiento analitico:

En primer lugar, se evalla si las rectas son paralelas. Para ello se debe determinar si sus
vectores directores son paralelos (proporcionales).

cdia//ds?

O lo que es lo mismo, ¢se cumple que d;; = kd,, para algun valor k € R?
Debemos determinar si existe o no algun valor de k que satisfaga lo siguiente:
(=2,2,4) = k(1,1,2) = (k, k, 2k)

igualando componente a componente:

2=k
2=k
4 =2k

Se observa que no existe un valor de k que verifique estas igualdades simultdneamente.
Por lo tanto, los vectores no son paralelos (o proporcionales) y las rectas tampoco lo son.

Si no son paralelas, podrian ser entonces secantes (existe un plano que contiene ambas
rectas) o alabeadas (no hay un plano que las contiene a ambas). Para determinarlo, se
aplica la definicidén de producto mixto. El producto mixto esta asociado al volumen de un
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paralelepipedo, cuyos lados quedan determinados por los vectores asociados al mismo. Si
el producto mixto es cero, decimos que el conjunto de vectores no genera un volumen (o
bien, el volumen que generan es nulo), ya que se encuentran contenidos los tres en el
mismo plano (es decir son coplanares). En caso de que el producto mixto sea distinto de
cero, dicho resultado significaria que los vectores generan volumen no nulo, y que los
vectores no se encuentran contenidos en el mismo plano.

Los vectores a utilizar para este analisis son los vectores directores de cada recta, y un
vector con origen en cualquier punto de una de las rectas y con fin en cualquier otro punto
de la otra recta.

A partir de la ecuacion vectorial paramétrica que define la recta L,, decimos que su vector
director resulta.

d, =(-224)

Un punto de la recta L, es el punto:

P;(2,—1,-1)

El vector director de la recta L,, previamente determinado, es el vector:
d,=(11,2)

Un punto perteneciente a la misma es:

P,(1,0,1)

Un vector con origenen L, yfinen L, es PP, = (—1,1,2)

Evaluando el producto mixto (d;; Ad;,). P1Py:

-2 2 4
(dyyAd).PiPa=|1 1 2[=(-2).(12-21)-2.(12-2.(-1)+4.(1.1-1.(-1))
-1 1 2

(dLlAsz).P1P2:0_8+8:0

El resultado del producto mixto es cero, por lo tanto, los vectores son coplanares. Esto
implica que las rectas L, y L, son rectas secantes, y se intersecan en un punto.

Obtenemos el punto de interseccion resolviendo un sistema de ecuaciones que incluya las
ecuaciones de ambas rectas:

x=2—-2t
Lixjy=—-1+2t;teR

z=—-1+4t
x=1+k
Ly:(x,y,2) =(1,01) +k(1,1,2);keR = L,:{ y=k ;keR
z=1+2k

El sistema de ecuaciones a resolver es:
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x=2-2t
[y =—-1+72t
4 z=—-1+4t

x=1+k

y=k

z=1+2k
Entonces:
x=2-2t=1+k
y=—-1+2t=k
z==-1+4+4t =1+ 2k
Con solo dos ecuaciones nos alcanza para determinar los valores de t o de k que verifican
estas igualdades:
Resulta el valor de t = % Remplazando dicho valor en las ecuaciones parameétricas de L,
tenemos:
( 1
x=2—2t=2—2(§)=1

1
<y=—1+2t=—1+2(§)=0

1
kZ=_1+4t=_1+4(§)=1

Finalmente, el punto de interseccion entre L, y L, es el punto 1(1,0,1)

Observacion:

Si intentamos resolver un sistema similar para el caso de rectas alabeadas, nos
encontraremos que dicho sistema no tiene solucién, es decir, no existen valores para
x,y,z,t y k que satisfagan simultdneamente todas las ecuaciones. Podriamos encontrar
valores de los parametros que permitan obtener el mismo valor para dos de las
coordenadas en ambas rectas, pero la tercera coordenada seria diferente.

c¢) Conociendo el punto Q(1,—5,3) que pertenece a L, solo nos falta determinar el vector
director d; ;. Necesitamos un vector que sea simultdneamente perpendicular a los vectores
d;,yd,,, por lotanto, lo obtenemos a partir del producto vectorial entre ellos. Luego:

i j k
dis=(dNdy)=|-2 2 4|=0i+8j—4k=(08-4)
1 1 2

Planteando la ecuacion vectorial paramétrica, resulta:
OP =0Q +nd;53;neR

en término de sus componentes:

(x,y,z) =(1,-53)+n(0,8,—4);ne R
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45.
Proyectar un punto sobre un plano significa que, a partir de la ubicacion del punto, nos
movemos en linea recta (cuya direccion esta dada como dato) hasta intersecar el plano.
Ese punto de interseccion seré la proyeccion buscada. Para ello, determinamos en primer
lugar la ecuacion de una recta auxiliar L, que pase por Q y que tenga la direccion de v.
Luego, buscaremos la interseccion de la recta L, sobre el plano correspondiente.

La ecuacion vectorial paramétrica de la recta auxiliar L, resulta:

L;:OP =0Q+tv;teR

Ly (x,v,2) =(2,22)+t(1,1,-2);teR

Las ecuaciones cartesianas paramétricas son:

x=2+t
Lyyiy=2+t ;teR
z=2-2t

Para encontrar la interseccion, resolvemos el sistema de ecuaciones que incluye las
ecuaciones de la recta y el plano.

x=2+t
y=2+t
z=2-2t

2x+y—z+6=0
Sustituimos las expresiones para x, y y z en la tltima ecuacién. Luego:
22+ +2+t)-2-2t)+6=0
Resolviendo esta ecuacion, se determina el valor de t = —2. Finalmente, para encontrar la
interseccion, reemplazamos el valor de t en la ecuacion de la recta:
x=2—-2=0

y=2-2=0 = I(0,0,6)
z=2-2(-2)=6

El punto 1(0,0,6) es la proyeccion buscada.

Figura 3.35. Representacion gréafica del ejercicio 45 [GeoGebra].
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46.

Llamamos L1 a la recta dato, y L2 a la recta cuya ecuacion debemos encontrar. Para escribir
la ecuacion de L2, necesitamos conocer su vector director y un punto perteneciente a la
misma. Encontramos el vector director de la recta L2 de modo tal que el producto escalar
con el vector director de la recta L1 sea cero.

diy-di; =0

Siendo d;; = (4,—3), tomamos por ejemplo d;, = (3,4) de forma tal que el producto
escalar entre ambos vectores directores es nulo.

(4,-3)-(34)=12-12=0

Observacion:

En R?, hay una Unica direccién perpendicular a un vector, que podemos encontrar
rapidamente mediante el procedimiento anterior. Pero si estamos en R3, debemos tener
en cuenta que hay infinitas direcciones perpendiculares a un vector.

Otra forma para encontrar d,

Podemos trabajar con la ecuacion de la recta L1 para obtener la ecuacion general y, a partir
de la misma, determinar un vector normal a Li. Sabiendo que el vector director de L2 es
combinacion lineal de ese nuevo vector, podremos determinar un posible vector director
de larecta L2 Es decir,

Li:OP = (2,4) + t (4,—3) teR

x =244t
x—2 y—4
Iy 7 -3

Li:—3x—4y+22=0

A =B = (-3,-4)

sz =k n;,. = k(_3, _4‘),k eR
Cualquier valor de k nos permite encontrar un vector director para L2. Adoptamos k = 1

y resulta: d;, = (—3, —4). Ahora expresamos la ecuacién vectorial paramétrica de la recta
L2y a partir de ella todas las demas.

OP = (2,1) +k(—3,—4) k e R Ecuacion vectorial paramétrica

=2-3k ) ) L.
{;C/ —1— 4k keR Ecuaciones cartesianas paramétricas
x—2 y-—1 . . 5
— = — Ecuacion cartesiana de la recta en R

—4x+3y+5=0 Ecuaciéon general de la recta en R? o ecuacién implicita
4 5

y = §x -3 Ecuacioén explicita
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.'2.'10/'2'355'6
-1

Figura 3.36. Representacion grafica del ejercicio 46 [GeoGebra]

47.

a) Llevamos las ecuaciones de las rectas a su forma general: y—3=0 ; y+x=0
Luego, escribimos la ecuacion de la familia de rectas que pasan por la interseccién de
ambas rectas:

y+x+k(y—3)=0;keR

Si el punto P(2,5) pertenece a la recta, sus coordenadas deben satisfacer su ecuacion.

Entonces, sustituimos las coordenadas del punto en la ecuacién de la familia para
determinar el valor de k para el cual se satisface la ecuacion:

7
5+2+k(5-3)=0 — k=-2

Sustituimos el valor de k encontrado en la ecuaciéon de la familia de rectas:
7
y+x+(-5) -3 =0
Desarrollando obtenemos la ecuacion general de la recta buscada: 2x — 5y +21 =0

b) Representacion grafica:

y=-x 7l

y=3

Figura 3.37. Representacion gréafica del ejercicio 47 [GeoGebra]
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48.

a) De las ecuaciones de las rectas podemos obtener los vectores directores d;; = (2,3,1)
y d;, = (1,4,2).Vemos que ambos vectores son LI, por lo tanto se tratade rectas no
paralelas. Sabemos que en R3, dos rectas no paralelas son secantes si y solo si el producto
mixto entre los vectores directores de ambas rectas y el vector que tiene como extremos
un punto de cada recta, es nulo.

d, = (2;3;1) ; dip = (1»4;2) ; PPy =(-2,-3,-1)

Como dijimos, d;; = (2,3,1)y d;, = (1,4,2) no son paralelos, entonces evaluamos el
producto mixto:

2 3 1
(dLlAdLZ)'Pll)Z: 1 4 2 :4_9+5:O
-2 -3 -1

El producto mixto nulo indica que las rectas son coplanares, y como no son paralelas,
entonces deben cortarse en un punto.

Para pensar: ¢Por qué verificamos primero que las rectas no son paralelas? ;Qué ocurre
con el producto mixto en dicho caso? ;Qué ocurre con la interseccion entre ellas?

b) A partir de las ecuaciones vectoriales parameétricas de las dos rectas, determinamos
las ecuaciones cartesianas paramétricas:

x:1+2t1 x:_l‘l‘tz
Ll: y:1+3t1 LZ: y:_2+4t2
z=—-1+1t z=-242t,

Igualando las expresiones para las coordenadas x, e y se obtiene un sistema de dos
ecuaciones con dos incognitas.
{ 142t =—-1+¢,
143t = =2+ 4t,
La resoluciéon de dicho sistema conduce a los valores: t; = -1y t, = 0, que verifican la
igualdad para la tercera ecuacién en z. Por lo tanto, el punto de interseccién es
I(—1,-2,-2).

POSICIONES RELATIVAS ENTRE DOS RECTAS

Rectas  (x,Y,2) = (1,1-1)+ (231)
*y.2)=(1,22+t(142)

B

Figura 3.38. Representacion grafica del ejercicio 48. [Libro Interactivo Geometria Dinamica para Ciencias
e Ingenierias: https://www.geogebra.org/m/zsvdbgju]
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c) Escribimos la ecuacién vectorial paramétrica del plano definido por las dos rectas
dadas, a partir de los vectores directores de ambas rectas, y eligiendo un punto cualquiera
de alguna de las dos rectas, o bien el punto de interseccion:

oP =(-1,-2,-2)+k;(231) +k,(1,42) ; kieR k2eR

d) El &ngulo entre dos rectas es el angulo que forman sus vectores directores:

lldpall . ldy.l

16 21
——=cosx ; x~21°
7.76
49,

a) Desarrollo en el libro Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias.
b) Un punto de la recta es P,(1,2, —1); Por lo tanto, el vector P,Q es:
P,Q =0Q — 0Py = (-23,5) — (1,2,—1) = (-3,1,6)
El vector director de la rectaes d;, = (1,3,4)
La distancia del punto Q a la recta L se calcula con la expresion
B = |1Po@ Adyll :\/m
lldyll V26
h = 4,88 unidades de longitud

50.
a) Siendo la recta L1 perpendicular al plano 71, su vector director es paralelo al vector
normal al plano. Entonces:

m:2x—y+z+3=0 ; mn, =(02,-11) ; d,;=(2-11)

Una ecuacidn vectorial paramétrica de la recta perpendicular al plano que pasa por el
punto Q es:

Li: OP=(-13,6)+k(2,-11), k eR

b) Calculamos el producto escalar entre el vector director de la recta y el vector normal al
plano dado:

dLZ = (_4‘,0,8) H n11:1 = (2;_1,1) sz. nﬂl =0

El vector director de la rectay el vector normal al plano son perpendiculares. Por lo tanto,
la recta y el plano son paralelos. Pueden ser paralelos no coincidentes o la recta puede
estar contenida en el plano.
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Para saber cudl de las situaciones tenemos, veamos si el punto (0,1,1) de la recta, pertenece
o no al plano dado. Para ello, sustituimos las coordenadas del punto en la ecuacion del
plano:

200-1+143=3=+0
Las coordenadas del punto no satisfacen la ecuacion del plano, entonces, el punto de la

recta dada no pertenece al plano. Concluimos asi que la recta es paralela al plano, sin estar

contenida en el mismo.

Es posible calcular a qué distancia del plano est4, tomando como referencia el punto de la
recta:

= |Axg + Byo + Czy + D| =i

VAT B2 CE V6
h = 1,22 unidades de longitud

51.
Tomamos como L1 la recta que representa a la via férrea, cuyo vector director calculamos
de la siguiente manera:

d,, =0Q,—00Q, =(-20,25,0.5)

La recta L2 representa la linea de distribucion de electricidad, y también calculamos su
vector director:

d,, = OR, — OR; = (200, 0, —5)

Por otra parte, tomamos un vector entre dos puntos de ambas rectas, por ejemplo:

Q.R, = OR, — 0Q, = (-20,5,5.5)

Podemos evaluar de manera directa el producto mixto entre los tres vectores, o bien,
calcular primero el vector normal a ambas rectas y luego multiplicarlo escalarmente por

Q1R;.
Optamos por esta segunda alternativa, ya que en caso de ser alabeadas, necesitaremos el
vector normal para calcular la distancia.
di, A dp, =(—125,0,—5000) ;|ld; A di,|l = V25015625
|(dr1 A diz).QiRy| = —25000
Siendo no nulo el producto mixto, las dos rectas son alabeadas.
Calculamos la distancia entre ambas:
_1(dy1 A d3). QiR 25000

h = =
ldp1 A dp,ll V25015625

Asumiendo que los datos estan expresados en metros, la respuesta es:
h~5m
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52.

a) En la traza comun, sabemos que z = 0 por estar en el plano xy. Encontraremos las
intersecciones de dicha traza con los ejes x e y, para plantear la ecuacion de la familia de
planos con traza comun, utilizando la ecuacion segmentaria del plano (ver en el Texto
Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias). Entonces:

e Interseccion con el eje x:

y=20
{ z=0 —  A(4,0,0)
2x+y—8=0
e Interseccion con el eje y:
x=0
{ z=0 — B(0,8,0)
2x+y—8=0
Entonces, la ecuacion de la familia de planos con la traza comun es:
X y z
Z+§+E—1 ,kER—{O}

€(0.0,7)
/| po03)

\\ B(0,8,0)

A(4,0,0) /.

X

Figura 3.39. Representacion grafica del ejercicio 52.a.

b) Para escribir la ecuacion vectorial paramétrica de la traza dada en el inciso(a),
necesitamos encontrar su vector director y un punto: la recta pasa por el punto A(4,0,0)
(o el punto B) y tiene como vector director al vector BA (0 AB). Es decir:

L: (x,y,2) = (4,0,0) + t (4,—8,0) t€R

c)
c.1. Plano paralelo al plano xy que pasa por el punto Q(2,-3,5):

Un plano paralelo al plano xy sera de la forma z — D = 0, 0 bien: z = k. Para que el punto
Q pertenezca a dicho plano, sus coordenadas deben satisfacer la ecuacién. Por lo tanto, el
planoesm;:z=5

c.2. Plano perpendicular al plano xy que pasa por los puntos A(4,0,0) y B(0,8,0):
La ecuacion de la traza del inciso a) es:
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{Zx +y—8=0

z=0
Si omitimos la restriccion z = 0, obtenemos la ecuacion del plano perpendicular al plano
Xy, Yy que, pasara por los puntos Ay B, ya que las coordenadas de dichos puntos satisfacen
la ecuacion: my:2x +y—8 =10
Notamos que el vector normal de dicho plano es n,, = (2,1,0), que resulta perpendicular
ak = (0,0,1), el vector normal del plano xy.
Observacion:

La variable z no aparece en la ecuacion de m,. Esto significa que dicha variable puede
tomar cualquier valor. El coeficiente que acompafa a z es nulo, entonces, para que un
punto pertenezca a dicho plano, s6lo hay condiciones sobre las coordenadas x e y,
mientras que la coordenada z es libre. El plano es paralelo al eje z.

m:Z=25

my:2x+y—8=0 B(0,8,0)

» Y

A(4,0,0)

X &

Figura 3.40. Representacion gréfica del Ejercicio 52c) c.1y c.2

c.3. Ecuacioén vectorial paramétrica de la recta interseccion de ambos planos:

Consideremos los puntos E y F, que tienen iguales coordenadas x e y que los puntos Ay B
respectivamente, pero que estan sobre el plano z = 5. Sus coordenadas seran, entonces,
E(0,8,5) y F(4,0,5). La recta de interseccion buscada pasa por esos puntos, entonces, un
vector director es el vector EF = (4,-8,0), o cualquier vector paralelo. La ecuacion de la
rectaesL: (x,y,z) =(0,85)+t(—1,2,0) tER

'B(0,8,0)
— —&— P>y

—

Figura 3.41. Representacion grafica del Ejercicio 52c) c.3.
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a) Consideramos el vector normal del plano y vector director del eje para analizar su
posicion relativa. Un vector normal al plano dado es n, = (0,4,3). Un vector director del

eje x es: d;, = (1,0,0). Vemos que ambos vectores son ortogonales ya que su producto
escalar es igual a cero:

n-r[l.dLX =0

Si el vector normal al plano y el vector director de la recta son perpendiculares, la rectay
el plano son paralelos o la recta esta contenida en el plano. Para distinguir entre ambas
situaciones, tomamos un punto cualquiera de la recta, por ejemplo (0,0,0) y vemos que
dicho punto no pertenece al plano dado. Por lo tanto, el plano es paralelo al eje x.

Para representar graficamente, es Gtil obtener los puntos de interseccion entre el plano y
los ejes coordenados. Si x = z = 0 se obtiene y = 6. Es decir, A(0,6,0). Si x =y =0 se
obtiene z = 6. Es decir, B(0,0,8). No hay interseccion con el eje x por ser paralelo al plano.

z

B(0,0.8)

Ny,

M4y +3z-24=0 | N P

. A0,6,0)

Pl o Y

X

Figura 3.42. Representacion grafica del Ejercicio 53.

b) Calculamos la distancia del eje x al plano dado, a partir de la expresién de distancia de
un punto a un plano, tomando cualquier punto de la recta, por ejemplo (0,0,0):
= |4yo + 325 — 24|

= 4,8 unidades de longitud

c)
O A=(000) : |
() ecl:4y+3z-24=0 : Rlatcicio 53

f : Perpendicular(A, ecl)

S R

©
— X =(0,0,0) + (0, -08 -0.6) :
L]
B = Interseca(f,ecl)
o WY A0 W
— (0, 3.84, 2.88) >

a = Distancia(A,B)

— 4.8

Figura 3.43. Representacion grafica del Ejercicio 53.c [GeoGebra]
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3.6. CIRCUNFERENCIAS
54,

Considerando el Centro de la Circunferencia C (2,-1), podemos determinar la ecuacion
canonica de la Circunferencia:

x—2)2+(y+1)2=r2

Se debe hallar el valor del radio r, el cual se puede obtener utilizando el concepto de
distancia de un punto a unarecta en R2. Para ello necesitamos determinar el vector normal
alarectadada, nL = (A,B) = (1,-1) y un punto de la recta, por ejemplo Po (0,1), para poder
aplicar la ecuacion:

= p = CPo. nLl
lInLil
.. __ 1 _ |Axo+Byo+(C|
o también r=h= TVarist)
_ g _ 12201
r=h= V(12+(-1)2

., 1. 2-1.(-1) +1]
otambién r=h= T

4

T=h=ﬁ=2.\/§

r’2=18
Entonces la ecuacion canonica de la circunferencia queda:
x—22+(y+1)*=8

Figura 3.44. Representacion grafica del Ejercicio 54 [GeoGebra]
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95.

La ecuacion general de una circunferencia es:
x*+y*+Dx+Ey+F=0

Reemplazando las coordenadas de los puntos dados en dicha ecuacién, podemos armar
un sistema de ecuaciones:

Punto A: 0+0+0+0+F=0 Q)

Punto B: 44+9+2D+3E+F=0 (2)

Punto C: 25+ 14+5D+E+F=0 (3

Dela (1), se determinaque F=0

Dela(2), 2D+ 3E=-13 (4)

De la (3), 5D+ E =-26 implicaque E =-26—5D (5)
Reemplazando (5) en (4) 2D + 3(—26 —5D) = —13

2D—-78—-15D+13=0

—65—-13D =0

implicaque D =-5yreemplazando D en (5), se obtiene E=-1

entonces la ecuacion general de la circunferencia queda: x2+y2—-5x—y=0

Para poder representar graficamente, se debe determinar el centro y radio, para ello
aplicamos:

C(h,k) y h? + k? —F =r?
Siendo h=-D/2=5/2
Entonces el centroes C (5/2, 1/2)
k=-E/2=%%

y el radio resulta: r = \/((2)2 + (%)2) = 2.55

ci

-3
Figura 3.45. Representacion gréfica del Ejercicio 55. [GeoGebra]
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56.

A partir de la ecuacién general de una cénica, Ax? + 2Bxy + Cy?>+ Dx+ Ey+F =0,
vemos que A=C=1; B=0. Cumple la condicion A=C para que sea una circunferencia.
Verificamos que h? + k% — F > 0 por lo cual el radio es un niimero positivo. Por lo tanto,
la ecuacion dada corresponde a una circunferencia.

Los elementos fundamentales de la circunferencia, se pueden determinar como:
h=-D/2=-2 ; k=-E/2=3

Entonces el centro es el punto C (-2, 3)

Aplicando las ecuaciones de traslacion:

x=x"+h; x=x"—2

y=y'+tk; y=y +3

Reemplazamos estas ecuaciones en la ecuacion general de la circunferencia dada:

(x =22+ +3)2+4(x" -2)—6(y +3)+9=0

X2 —4x"+4+y?+6y+9+4x —8—-6y —18+9=0

x?+y?=4

De esta ecuacion se puede determinar que el radioes: r =2

Otra forma de resolver este mismo ejercicio es completando cuadrados a partir de la
ecuacion dada x% + y? + 4x — 6y + 9 = 0:

(x+2)2+(@y—-3)=4

Determinamos que el centro es C(-2,3) y el radio r=2. En esta ultima ecuacién
reemplazamos x" = x + 2; y" = y — 3, y finalmente escribimos:

x?+y?=4

v

Figura 3.46. Representacion grafica del Ejercicio 56. [GeoGebra]
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S7.

Dividimos ambos miembros de la ecuacion de la circunferencia C2, por 2:
C2:x*+y2—4x+4y—-8=0
Aplicando el concepto de familia de circunferencias, la ecuacion de la familia reducida de
circunferencias que pasa por la interseccion de las circunferencias dadas es:
x2+y2—8x—4y+11+ A(x* +y>—4x+4y—8)=01€R
A+Dx2+ A +D)y*+(-8—4M)x+(—4+4)y+11-81=0
Dividimos todo por (1 + A1)
(-8—-42) (4 +42) 11-81

a+n TTawn YT ay T
Como el centro de la circunferencia C3, esta sobre la recta L, el centro C(h,k) de dicha
circunferencia satisface la ecuacion de la recta L

x*+y%+

L: 2x +y - 14 = 0, entonces 2h+k-14=0 D
R @
k=-E2==500 = G ©
Reemplazando (2) y (3)en (1): 2 [(:’li?] + ((2112;)) - 8:23 =

8+4A+2—2)L—14—14A_0

(1+2)
—4—122
a1+4)
—4-121=0
A=-1/3

Reemplazando este valor en la siguiente ecuacion

<1 —l)xz + (1 —l)yz + <—8—4(—1>>x+ <—4—4(—1)>y+ 11-8 (—1> =0
3 3 3 3 3

2 ) 2 ) 20 16 41

FR LA T T A M

Dividimos por (— %) y obtenemos la ecuacion de la circunferencia:

C3:x>+y2—10x—8y+205=0

Para poder representarlas graficamente, determinamos centros y radios:

Cl: h=-D/I2=4; k=-E/2=2; Ci(42) y r=3

C2: h=-D/2=2; k=-E/2=-2; C2(2,-2) y r=4

C3 h=-D/2=5 ; k=-E/2=4; C354) y r=453
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Para la determinacion de la longitud de la cuerda comuan, primero se debe determinar la
ecuacion del eje radical, esto es para cuando A = -1:
x24+y?—8x—4y+ 11+ (-1D)(x2+y?—4x+4y—-8) =0

—4x—-8y+19=0

., . . 1 19
Ecuacion del eje radical: y = S X+t

Ahora se puede determinar los puntos de interseccion de dicho eje radical con alguna de
las circunferencias, por ejemplo, con la circunferencia C1:

-1 1942 -1 19
x2+(—x+—) —8x—4(—x+—>+11=0

2 8 2 8
x2+1x2—2x—8x+2x+ﬂ—2+11=0
4 8 64 2
5 67 457
R T

Resolviendo la ecuacidon cuadratica en una variable, se determinan los puntos de
interseccion:

A (5.7,-0.47) y B (1,1.87)
Entonces la longitud de la cuerda comun de las circunferencias dadas, se calcula como:

Il AB lI= /(5.7 — 1)? + ((—0.47 — 1.87)% = 5.25

C1 @
Centro3

Centro1

Centro2

a

Figura 3.47. Representacion gréfica del Ejercicio 57. [GeoGebra]
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58.

Para determinar los puntos de interseccién entre ambos lugares geométricos, se plantean
el siguiente sistema de dos ecuaciones, una cuadratica y una lineal:

C: (x+4)2+y2=9

Ll: y+x-5=0, y=5-x
Resolvemos el sistema, despejando de la ecuacién de la recta cualquiera de las dos
variables y la sustituimos en la otra ecuacion.

(x+4)?*+B—-x)?%=9

x?+8x+16+25—10x+x%>=9

2x?2 —2x+32=0

Obtenemos de este modo una ecuacién de segundo grado en una Unica variable, de la
forma ax? + bx+c = 0.

-b+Vb2—4ac

2a
discriminante A = b? — 4ac (radicando), si es mayor, igual o menor a 0.

Para encontrar las raices planteamos  x;, = y estudiamos el valor del

Para el caso de larecta L1: A = -252, implica que no hay interseccién, ya que se obtienen
raices complejas conjugadasy por lo tanto no existe interseccion en los reales entre la recta
y la circunferencia dada. Se dice que la recta es exterior a la circunferencia.

Repetimos los mismos pasos para las otras dos rectas:

C: (x+4)2*+y>=9

L2: y-x-1=0, y=x+1

(x+4)>2+(x+1)2=9

x2+8x+16+x*+2x+1=9

2x2+10x+8=0

A=36>0

Obtenemos dos soluciones reales y distintas, que nos conducen a dos puntos de solucion

del sistema de ecuaciones lineales. Es asi que la rectay la circunferencia tienen dos puntos
en comun. Por lo tanto, se dice que la recta es secante a la circunferencia.

Las raices son: x1=-4 y x2=-1
Reemplazando en la ecuacion de la recta, obtenemos y1 =-3 ey2=0.

Entonces los puntos de interseccion son: 11(-4,-3) y 12(-1,0)
C: (x+4)??+y?=9

L3: x+7=0, x=-7

(-7 +4)?*+y%2=9

9+y%2=9

y=0
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Obtenemos un punto de interseccion, 13(-7,-0), lo que nos conduce a un unico punto
solucion del sistema de ecuaciones lineales. Es decir, la recta y la circunferencia tienen un
anico punto en comun, o sea, la recta L3 es tangente a la circunferencia.

\ 12 y

I L2

L3

Figura 3.48. Representacion gréafica del Ejercicio 58. [GeoGebra]

59.

Para obtener A=C=1, dividimos por 2, ambos miembros de la ecuacion de la
circunferencia:

Cix?+y%242x+y—-11=0

La ecuacidn de las rectas tangentes seria de la forma

L:y=mx+Db,

Sabemos que m =-3/2 y por lo tanto:

y=-3/2x+b

Como las rectas son tangentes, quiere decir, que cada una de ellas corta a la circunferencia
en un unico punto. Determinaremos el punto de interseccién, ya que, teniendo un punto
y la pendiente, podremos escribir la ecuacion de la recta tangente. Para ello reemplazamos

en la ecuacién de la circunferencia, la variable y de la ecuacion de la recta:
2

3 3
x2+(—§x+b) +2x+<—§x+b>—11=0

9 3
xz+Zx2—3xb+b2+2x—5x+b—11=0
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13 1
Tx2—3xb+b2+§x+b—11=0

13 1
Tx2+<—3b+§>x+(b2+b—11)=0

Obtenemos de este modo una ecuacién de segundo grado en una Unica variable. Para que
sea recta tangente, es decir que corte a la circunferencia en un unico punto, el valor del

discriminante A = b? — 4ac debe ser nulo. Entonces:
2

1 13
<—3b +§) —47(192 +b— 11) = 0

1
9b2—3b+Z—13b2—13b+143=0

—4b? —16b + 573/4 =0
Multiplicamos miembro a miembro por (-4):
16b% + 64b — 573 =0

Obtenemos de este modo otra ecuacion de segundo grado, donde las raices reales y
distintas son:

bl=43yb2=-83

Reemplazando en la ecuacion de la recta tangente, obtenemos las dos ecuaciones de recta
tangentes paralelas y con distinta ordenada al origen:

Liiy=-3/2x+43 'y L2ay=-3/2x-8.3

Figura 3.49. Representacion gréafica del Ejercicio 59. [GeoGebra]
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60.

La ecuacion vectorial paramétrica de la circunferencia de centro C(h,k) y radio r es:
(xy) =(h,k) + (rcosa,rsena) «ace€[0;2m)

Reemplazando las coordenadas del centro C(-1,3) y radio 4 obtenemos:

(xy) =(-1,3) + (4 cosa, 4 sen a) a € [0; 2m)

Dos vectores son iguales si y solo si sus respectivas componentes lo son, entonces
igualamos componente a componente y obtenemos las ecuaciones cartesianas
parameétricas:

{x = —1+ 4cosa

y = 3 + 4sena con a € [0; 2m)

61.

Considerando el centro de la circunferencia C (3,-2), y que pasa por el punto A (3,7),
podemos determinar el médulo de CA, para calcular el radio de dicha circunferencia:

Ilcal=J/3B-3)2+(7-(-2)2=9
Entonces podemos escribir la ecuacién cartesiana de la circunferencia como:
(x=3)2+(y+2)2=9?
La ecuacién vectorial paramétrica de la circunferencia con centro en C(h,k) y radio r es:

(xy)=(hk) +(rcosa,rsena) ; O0< a<2n
Reemplazando las coordenadas del centro y radio obtenemos:

(xy)=(3,-2) +(9cosa,9sena) ; O< aA<2m

y

-8

Figura 3.50. Representacion grafica del Ejercicio 61. [GeoGebra]
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62.

Determinamos el centro de la circunferencia, en el punto de interseccion de las dos
rectas:

Li:3x—-y+15=0 y=3x+15 ()
L2:4x+y+13=0 y=-4x-13 (Il)
Igualando ambas ecuaciones:

3x+15 =-4x-13
3x+4x=-13-15
Tx=-28

x=-4

Reemplazandoen (1),y=3(-4) +15=-12+15=3
Entonces las coordenadas del centro son C (-4,3)

Considerando el centro de la circunferencia C (-4,3), y que pasa por el punto Q (-3,2),
podemos determinar el médulo de CQ, para calcular el radio de dicha circunferencia:

2
I CQ = J((—S) —(-9))" +(2-3)2= V2
Entonces podemos escribir la ecuacidn cartesiana de la circunferencia como:
x+4)?2+(y—3)2%=2

L2 L1

Figura 3.51. Representacion gréafica del Ejercicio 62. [GeoGebra]
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63.
El punto de tangencia T(x7, y;) cumple la ecuacién de la recta L, es decir:
3
Yr =3Xr O
Sabemos que un vector director de la recta L puede ser dL = (B,—A) siendo la ecuacion
general de la recta Ax + By +C =0, por lo tanto:

dL = (—2,—-3) es un vector director de la recta tangente 3x-2y=0. Dicho vector director
es perpendicular al vector CT que va del centro de la circunferencia al punto de tangencia.

CT =0T —-0C=(x;r—3,yr +2)
Entonces:

CT-dL=0
(xr—3,y7+2)-(-2,-3)=0
—2xr+6—=3yr—6=0 (Il)
Reemplazando (I) en (11), obtenemos:

3

_ZxT - ExT = 0

xr =20
Por lo tanto, y; = 0
Es decir que la recta pasa por el punto T (0,0). Considerando el centro de la circunferencia
C (3,-2), y que pasa por el punto T (0,0), podemos determinar el modulo del vector CT,
para calcular el radio de dicha circunferencia:

r = CT II= /(0 —3)2 + (0 + 2)2 = V13
Podemos escribir la ecuacién cartesiana de la circunferencia como:

CE—-3)2+(y+2)?2=13

Desarrollando los binomios en esta ultima expresion, se puede determinar la ecuacién
general de la circunferencia:

CGx2—6x+9+y*+4y+4=13
CGx?2—6x+y>+4y=0

Otra forma de resolver el ejercicio:

Sabemos que la ecuacidn general de una circunferencia tiene la siguiente forma:
Cx2+y?+Dx+Ey+F=0

Como conocemos el centro de la circunferencia € (3,—2), podemos encontrar los valores
de los coeficientes Dy E:

Como D = —2h, entonces D = —6.
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Como E = -2k, entonces E = 4.

Podemos escribir la ecuacion general de la circunferencia de la siguiente manera:
CGx?+y’—6x+4y+F=0

Como la recta L es tangente a la circunferencia, el siguiente sistema de ecuaciones tiene
una unica solucion:

x> +y*—6x+4y+F=0
3

y=5%

Al resolver el sistema llegamos a la siguiente ecuacidn cuadratica, cuyo discriminante
debe ser nulo:

o (3’ 3
X +<—x) —6x+4(—x>+F =0

2 2

= +F=0
—X ]

4
El discriminante esta dado por A= 0% — 414—3F = 0, de donde podemos obtener el valor de
F. Resulta F = 0.
Concluimos que la ecuacion general de la circunferencia es:

Cx?+y2—6x+4y=0

4 2

Figura 3.52. Representacion gréfica del Ejercicio 63. [GeoGebra]
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64.

Dividimos ambos miembros de la ecuacion de la circunferencia Cz, por 4:
C2:x*+y2—-8x—3y+37/4=0

Aplicando el concepto de familias de circunferencias, la ecuacion de la familia reducida de
circunferencias que pasa por la interseccion de las dos circunferencias dadas es:

x2+y?—2x—10y+10+ A(x*+y?—8x—3y+37/4)=0; 1€R
a) Para la determinacion de la ecuacion del eje radical, se debe hacer A = -1
x2+y?2—2x—10y+10+ (-1 (x*+y>—8x—3y+37/4) =0

37
x2—x2+y2—y2+(—2+8)x+(—10+3)y+(10—7)=0

3
-7 i
6x y+4 0
6
y=;x+3/28

b) Se deben determinar las coordenadas de los centros y radios de ambas circunferencias,
y asi determinar el vector C,C,, para luego verificar que el producto escalar entre un vector
director del eje radical ( dLer )y el vector que une los centros de ambas circunferencias es
nulo.

CircunferenciaCl h=-D/2=1; k=-E/2=5 ;
C:(1,5) y r=4
CircunferenciaC2 h=-D/2=4 ; k=-E/2 =

3.

>

C, (4,3/2) y r=3

Entonces las componentes del vector €;C, son:

C,C,=(4-1;3/2-5) = (3,-7/2)

Las componentes de un vector director del eje radical estdn dadas por:
dLer = (-7, -6)

Calculamos el producto escalar entre ambos vectores:

dLer.C.C, =3.(-7)+ (-7/2) . (-6)

dLer.C,C,=-21+21=0

Como el producto escalar entre un vector director del eje radical y el vector €;C, es nulo,

hemos probado que ambas rectas, eje radical y recta que pasa por los centros de ambas
circunferencias dadas, son perpendiculares.

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 123



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

c) Gréfico

/ =2

ARadical 7=

Figura 3.53. Representacion grafica del Ejercicio 64.c. [GeoGebra]

d) Aplicando el concepto de familias de circunferencias, la ecuacion de la familia reducida de
la familia de circunferencias que pasa por la interseccién de las dos circunferencias dadas
es:

x2+y2—2x—10y+10+/1(x2+y2—8x—3y+34—7)=0;AER (1)
A+Dx2+ A +D)y?+(-2-8D)x+ (—10—-31)y+10+37/41=0
Dividimos por (1 + 1):

La ecuacion de la circunferencia C3 debe satisfacer la siguiente expresion:

(-2-82) (-10-32) 10+37/44

2 2
C3arx®+y"+ (1+21) (1+2) (1+2)

Como dato sabemos que la abscisa del centro de C; es h=7, por lo tanto:

_ _—(=2-814) _

h=-D/2== 20 =7 2)
_(-2-81) _

D= =14

(=2-8)=(-149)1+2)

(—2—-81) = (—14 — 141)

—8A+ 144 =-14+2

64 =-12

A=-2 3)

Reemplazando (3) en (1), se obtiene la ecuacion de la circunferencia C3:
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C3:x2+y?—2x—10y + 10 + (—2)(x2 +y2 —8x—3y +37/4) =0
C3:x%2+y2—2x—10y + 10 — 2x% — 2y? + 16x + 6y —37/2 =0
17

C3:—x2—y2+14x—4y—7=0

Multiplicando por (-1) ambos miembros y obtenemos una expresion para la ecuacion
general de la circunferencia:

C3:x?+y2—14x+4y+17/2=0

Tenemos como datos que la recta tangente es la recta que une los centros C1y Cz, entonces
dLT = C,C, ,y el centro de lacircunferencia C4 es C,(0,0).
Para la determinacién de la ecuacién de la recta que une los centros, se puede aplicar la
ecuacion de la recta, conocido dos puntos y la pendiente:

_ Ya—01

y=w xz_xl(x—xl)

5 2= 1

G-5=4—70C-1
7

G-9==2@-1
-5 =-7/6(x—-1)
(y-5) =-7/6x +7/6
7
yz—g(x—1)+5
7/6x +y —37/6 = 0

Como el punto de tangencia T(x;, yr) pertenece a la recta, debe satisfacer la misma,
entonces:

yr = —% (- 1) + 54)

Entonces el dLT = (1, -7/6)

Y el vector determinado por C,T = (x; — 0,y —0) = (x7,y7)
AdemasdLT .C,T =0

Xr =g Vr = 0
7
XT=E3’T

yr =6/7xr  (5)
Reemplazando (5) en (4)

7
6/7XT = _g (xT— 1) + 5
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6 _ 7 .3
7L
6 7 37
7XT+EXT=?
85 37
27T "6

259

Xt = g (6)
Reemplazando (6) en (4)

7 (259
=55 1)*s
222
YT=E

El punto de tangencia es el punto de coordenadas aproximadas T (3.047,2.612). Conocido
dicho punto, podemos determinar el radio como:

2
r =11 C,T ll= \/(% - 0) +((222/85 — 0)2 = 4.01
A partir del radio y del centro, se puede obtener la ecuacion de la circunferencia C4:
C4:x? + y? = 4.01%.

Graficamos todos los lugares geométricos y podemos afirmar que la circunferencia C4 no
pertenece a la familia de circunferencias que pasan por la interseccion de Cly C2.

s

-5

Ler

Figura 3.54. Representacion grafica del Ejercicio 64.e. [GeoGebra]
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65.

La ecuacion vectorial paramétrica de la circunferencia descentrada (C(h,k)) y radio r es:
(x,y) = (k) + (rcosa,rsena); 0< a <2m

Reemplazando las coordenadas del centro y radio obtenemos:
(xy)=(-2,1)+(6cosa,bsena) O0< a<2m

Para obtener dos puntos, podemos considerar dos angulos, por ejemplo en a=mn/2 y a=m:
P, =(-2,1) + (6 cos /2, 6 sen /2) = (-2,7)

P, =(-2,1) + (6 cos m, 6 sen m) = (-8,1)

Luego los puntos P, (—2,7) y P,(—8,1) son dos puntos de la circunferencia.

—A

Figura 3.55. Representacién gréfica del Ejercicio 65. [GeoGebra]

606.

a) Se conoce el centro C(-70, 0) y el radio r= D/2 = 30m, entonces la ecuacién cartesiana,
se puede escribir como:

C: (x+70)2? + y? =302

Desarrollando el binomio y ordenando, se puede llegar a la ecuacién general como:
C: x>+2x70+70%+y2-302=0

C: x2+140 x + 4900 + y2—900 =0

C: x* +y? + 140x + 4000 = 0

b) Sea T(x7,yr) el punto de tangencia entre la circunferenciay la recta tangente a la
misma que pasa por O (0,0).
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La recta tangente es perpendicular al vector CT, entonces:

CT-0T =0
(xr +70,yr) - (xr,y7) =0
x%+y2+70x; =0 0

Ademas, las coordenadas del punto T (x7, yr) satisfacen la ecuacién de la circunferencia ya
gue T pertenece a la misma, entonces:

x2 + y2 4 140x; + 4000 = 0 (1)
Reemplazando (1) en (11):
—70x; + 140x; + 4000 =0 = x; = —=57.1m

yp = i\/—x% — 140x; — 4000 = +27.1m

T,(=57.1,27.)m
T,(—57.1,-27.1)m

c) Laecuacion general de larectaen R2 es:

Ax + By + C =0, donde n = (4, B) es un vector normal a la recta.

Como las rectas pasan por el origen, entonces el término independiente es: C=0
El vector €T, = (=57.1 + 70,27.1 — 0) = (12.9,27.1)

es normal a la recta L1

El vector CT, = (=57.1 + 70,—27.1 — 0) = (12.9,-27.1)

es normal a la recta L2

Entonces:
Ly: 129x +27.1y = 0 L2 —271x—571y=0 L 047x+y=0
Ly 129x—271y =0 OP€N | o571 _s571y=0 °OPeN . _047x+y=0
d) Grafico: e

L1 0 y

Figura 3.56. Representacidn grafica del Ejercicio 66. [GeoGebra]
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3.7. PARABOLAS
67.

Dada la ecuacion general de la pardbola x? — 6x + 8y —23 =0

Reunimos términos, completamos cuadrados y obtenemos la ecuacién explicita
(x2—6x+9)—9+8y—23=0

(x—3)?=-8(y — 4)

Analizamos la tltima ecuacion: vértice V(3,4); 2p=-8 (p<0), ramas orientadas hacia abajo

A1(-1,2)
A2(7,2)

Las coordenadas del Foco de la parabola se obtienen de la siguiente manera:

|LR| = 2p = 8 , extremos de LR{

XF=xv ;  Yyr=yv-p/2

F(@3, 2)

La recta directriz de la parabola dada es:
y=yvtp/2; y=6

Figura 3.57. Representacion grafica del Ejercicio 67. [GeoGebra]

68.

Con los datos: V(—4,3) ; F(—1,3)

Del analisis de coordenadas de los puntos dados, podemos deducir que: el eje focal es
paralelo al eje x, las ramas se orientan hacia la derecha, lo que significa que el parametro
p es positivo.

Entonces la ecuacion es:

(r—32=2p(x+4)

Deberemos hallar el valor de p
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Procedimiento 1:

Un modo para completar la ecuacion es determinar el vector VF

VF=(3,0); |[VF|=3 =§ . Entoncesp =6 ;2p = 12

Sustituyendo en la ecuacién de la parabola, obtenemos: (y —3)% = 12(x + 4)
Podemos establecer la longitud del lado recto |LR| = 2p = 12

De esa manera es posible hallar las coordenadas de los puntos extremos del lado recto
{ A1(-1,9)
A2(—1,-3)

Procedimiento 2:

Otro modo de hallar la ecuacion buscada es utilizar las coordenadas de un punto conocido
de la parabola, sustituyendo las variables de la ecuacion por dichos valores. Considerando
para ello uno de los extremos del lado recto ya calculados:

A1(—1,9)

Sustituyendo las coordenadas de Al en la ecuacion de la parabola, obtenemos:
(9-3)2=2p(-1+4); Z=2p ,2p =12

Por lo cual la ecuacion buscada sera:

(y—3)2=12(x+4)

Se trata de la misma ecuacion determinada a partir del Procedimiento 1.

|
15 -
|

1
| T~
I

Figura 3.58. Representacion grafica del Ejercicio 68. [GeoGebra]

69.

Derivando implicitamente la ecuacion general de la pardbola obtenemos:
2x+4+12y" =0
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Despejando y~, que representa la pendiente de la recta tangente a la parabola:
(x+2)
6
Existe otra condicidn para la ecuacion de esta recta tangente, la cual debe ser paralelaa la
recta:

L:y=—§x+19—1

La condicion de paralelismo se asegura comparando las pendientes, si las pendientes son
(x+2)
6

. 1
iguales, las rectas son paralelas. Entonces: —3=-
Despejando x de la expresion anterior, encontramos el valor de la abscisa del punto T de
tangenciax =0

El punto de tangencia pertenece tanto a la recta como a la parébola, por lo tanto, verifica
sus ecuaciones, tenemos la ecuacion de la parabola, sustituimos x por O:

0+04+12y—-8=0 ; y= %es la ordenada del punto T de tangencia. T'(0, g)
Ya conocemos la pendiente de la recta tangente y un punto de la misma y = —%x + b,

siendo b la ordenada al origen.
Sustituimos las coordenadas del punto de tangencia:

S=—20+b;b=1

Por lo tanto, la ecuacion de la recta tangente a la parabola y paralela a la recta L es:
1 2

y= —§x + 3

- =

Figura 3.59. Representacion gréfica del Ejercicio 69. [GeoGebra]

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 131



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

Comenzamos con un esquema para interpretar los datos:
P2 Pl
i F
%, ra
pN A
. 16 m
Tom .
[-J fll.. ﬂ_,.l I:-l:.-ll.. |:.-I|__.| |_J|:|-||_. |:|-||__|I

Figura 3.60. Esquema del Ejercicio 70.

A partir de ubicar convenientemente el sistema de referencia y analizando el esquema
realizado, determinamos:

eje y coincidente con el eje focal V(0,6) ;P1(50,16) ;P2(—50,16)

Las ramas de la parabola se encuentran orientadas hacia arriba, por lo cual p>0.

La ecuacion de la parabola es entonces:

x? =2p(y — 6)

Sustituyendo las coordenadas del punto P1 conocido, en la ecuacion, averiguamos el valor
de p:

2500 = 2p(16 —6) ; 250 =2p ;125=7p

Por lo tanto, la ecuacion de la parabola resulta:

x% = 250(y — 6)

Estamos en condiciones de hallar las coordenadas del foco:

125
F(0; 6 + —)
2
La longitud del lado recto esta dada por:
ILR| = 2p = 250

Las coordenadas de los extremos del lado recto son:

125

A1(125;6 +—>)
A2(~125;6 + =)
Las coordenadas de un punto que estd a 20 m del vértice se obtienen sustituyendo la
abscisa de dicho punto en la ecuacion de la parabola:
400= 250(y — 6)
Luego, el valor de la ordenada sera:
P3(20,2)

La altura de un punto situado a 20 m del vértice es 7,6 m.
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FY

60

40

-40 -20 0 20 40

Figura 3.61. Representacidn grafica del Ejercicio 70. [GeoGebra]

71

La recta buscada debe ser tangente a la parabola y? — 2x + 2y + 3 = 0 y perpendicular a
larectal:4x+ 2y +5=0.

Derivando implicitamente la ecuacién de la parabola y despejando y’ obtenemos:
2yy' —2+2y" =0

y = y_-lu esta es la pendiente de la recta tangente en todo punto de la parabola.

Si las rectas son perpendiculares entre si, las pendientes cumplen que el producto entre
ellas da como resultado (-1)

Como son perpendiculares (il) (=2)=-1 ;1=y

v+

1 1

De manera que la pendiente de la recta tangente buscadaes y’ = =

Con la ordenada del punto de tangencia, yt=1, la abscisa se obtiene al sustituir la ordenada
en la ecuacion de la parabola (esto se realiza asi porque el punto de tangencia es comun a
larectay a la parabola, verifica las ecuaciones de ambas)

1-2x+21+4+3=0 ;x=3
Ya tenemos las coordenadas del punto de tangencia T'(3,1). Si tenemos la pendiente de la
recta y un punto conocido de la misma, podemos expresar la ecuacion y = %x +b

. - 1
falta averiguar la ordenada al origen b = — >

Y la ecuacion de la recta tangente a la parabola que es perpendicular a la recta L es:
1 1

y=3%"3
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Figura 3.62. Representacion grafica del Ejercicio 71. [GeoGebra]

2.
a) De acuerdo a los datos la ecuacion de la parébolaes: (y — 1)2 = 8(x — 1)

—1)2
Despejamos la variable que no se encuentra elevada al cuadrado, x = & 81) +1
Consideramos la otra variable como parametro de la ecuacion: y=t [1]
o como dependiente de un pardmetro y=t [2]

En este caso utilizaremos la ecuacion [1]:
Las ecuaciones paramétricas de la parabola son entonces:

y=t
{x:(t—81)2+1 teER
Hallaremos P1 para t=0
y=0 o
{x _ (0—81)2 1= g Pl(g,O)

Hallaremos P2 para t=-1

2 P2, -1

—1=1)2 - —

=y P26
8 2

Se ha realizado en Geogebra, considerando un deslizador para el parametro, con el objeto

de que se representen la rectas y=t y la dependencia de los valores de x. En azul se ubican

los puntos P1y P2 solicitados en el enunciado.
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8 tht—t—t 1
A I
li-l— b1 i t=-5
1 R I | O
e i
1 e |
il I
********************* e e | I e e e B i I i T B s et ot
i i
T 177
__________________________ AL 0 0 R 0 O
(T |
7o (e Dxpans e 5| o ot s oot e
1H1 | | |
B8 4 2 o P ; 4 i ] 8 10 12 14 18 12 20
T i B I
”””””””””””” (L, 3 o ok i, e o, e o e e o o ko s e i i
1 I 1
_____________________ £ _"_\T+"|"""_"l_""_""""""_"""_""""""""""_""
,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,, T e ke Lo | S it mg g e s g g e gt sy et . s g ey ey
T I
————————————————————— 3 ESH TP S0 V0 00 . S S5 5 530 L A O 5 56 0 S R L o
e i
----------------- TSI MR RS 1 BT R o L L IR e Tt PR 2 S S I O R R
1 Tl g i
T I i
i i :

Figura 3.63. Representacidn grafica del Ejercicio 72.a. [GeoGebra]

b) Laecuacion de una familia de parabolas de vértice V(1,1) tiene como parametro de la
familia al pardmetro de la pardbola. De esta manera haciendo p=k y considerando una
familia de eje focal paralelo al eje x, tendremos:

(y—1)?2=2k(x—1) keR-{0}

Dando valores al parametro de la familia k, obtenemos tres integrantes de dicha familia:
k=1:

y-1D*=2(x-1)

k=2:

-1D*=4(x-1)

k=-2

y-1D*=-4x-1)

Figura 3.64. Representacion grafica del Ejercicio 72.b. [GeoGebra]
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73.

Analizando la ecuacién x? — 6x + y + 4 = 0, vemos que tiene una Unica variable elevada
al cuadrado, y ambos términos lineales presentes. Recordando que la condicion necesaria
para que la ecuacion Ax2+Cy2+Dx+Ey+F=0, (en la que B=0) represente una parabola, es
gue uno de los coeficientes de las variables cuadraticas sea nulo y el otro no. La condicion
suficiente es que el coeficiente de la variable lineal que corresponde al coeficiente de la
variable cuadratica nula sea distinto de cero. Concluimos que dicha ecuacion corresponde
auna parabola. Se procede a encontrar sus elementos para poder graficar.

Una manera es completando cuadrados, y llevando la ecuacién a su forma cartesiana, en
la cual se ponen en evidencia el vértice V(h, k) y el parametro p:

(x—h)?=2p(y—k)

Otra manera es comparando con la ecuacién general desarrollada de una parabola con
vertice en V(h, k) y de parametro p:

x%2 — 2hx — 2py + h? + 2pk = 0

Para nuestro caso, siguiendo el procedimiento indicado en b):

i)  —2hx = —6x h===3

i)  —2py=y p=—:

iii) h%2+2pk=4

32+2(—3) k=4 k=9-4=5

Luego, la direccion del eje focal de la parabola coincide con la direccién del eje de la
variable que no se encuentra elevada al cuadrado (en nuestro caso la variable y).
EF//Ejey

El vértice resulta V(3,5), y el parametro p = —% (el signo negativo indica que las ramas de
la parabola se extienden hacia los negativos).

La otra ecuacion L: —y + x = 0 representa una recta en el plano.

Se observa que la recta es secante a la parabola, y sus intersecciones resultan los puntos
A(44)y B(1,1).

Determinacion analitica de la interseccion:

Para encontrar la interseccion entre la recta y la pardbola, debemos resolver el sistema de
ecuaciones que incluye las ecuaciones de ambos lugares geométricos:

{x2—6x+y+4=0
-y+x=0

De laecuacion de larecta, L: —y + x = 0 se despeja una de las dos variables y se la sustituye
en la ecuacién de la parabola. Luego:

y=x
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Sustituyendo en la ecuacion de la pardbola, tenemos:
x2—6x+(x)+4=0

x2=5x+4=0

Se resuelve la ecuacion de segundo grado en una variable:

—b++Vb2 —4ac  —(=5)+(-5?2—-414 5+3
B 2.1 B

X122 =

2a 2
x1=4‘,y1=4
x2=1,y2=1

Se observa que la recta es secante a la parabola, y sus intersecciones resultan los puntos
A(4,4)y B(1,1). Los resultados se verifican con los obtenidos a partir de la determinacion
gréafica.

Lix-y=0
Pardbola: x*-Gx+y+4=0

B=(1,1)

2

Figura 3.65. Representacion grafica del Ejercicio 73. [GeoGebra]

74.

a) Paraencontrar las rectas que pasan por Q(—1,—1) y son tangentes a la parabola y? —
x + 4y + 6 = 0, se realiza el siguiente planteo:

Sabiendo que la recta pasa por el punto Q(—1, —1), la familia de rectas que pasan por dicho
punto queda definida por la expresion siguiente:

y+1)=m(x+1)
Despejando la variable y:
y=mx+1)—-1=mx+m-—1

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 137



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

Dicha expresidn representa todas las rectas que pasan por el punto Q. Recordemos que
solo estamos interesados en determinar dos de ellas, que a su vez sean tangentes a la
parabola correspondiente.

Para encontrar estas rectas tangentes, se plantea un sistema de ecuaciones que incluye la
ecuacion de la familia de rectas que pasan por Q y la ecuacion de la parabola.
{yz—x+4y+6=0

y=mx+m-—1

La solucidn del sistema nos daria la interseccion entre estos dos lugares geométricos. Al
no conocer m no es posible resolver dicho sistema, pero si es posible dejar planteada la
solucion como una ecuacion de segundo grado de variable Unica, con los coeficientes de la
misma en funcién del parametro m de la familia de rectas. Luego, a partir de la condicion
de tangencia, sabemos que la solucion de dicha ecuacion, deberia darnos por resultado
dos raices reales iguales (un Unico punto de interseccion). Teniendo en cuenta esto Gltimo,
para llegar a dicho resultado es necesario que el radiando o discriminante b? — 4.a.c sea
nulo, y de aqui surge una nueva ecuacion que nos permitird determinar los valores de m
gue cumplen con la condicién de tangencia requerida. A continuacién, se procede de
acuerdo a lo planteado:

Se sustituye en la ecuacién de la parébola la ecuacion de la familia de rectas:
(mx+m—-1)%?—x+4mx+m—-1)+6=0

m2x?+m?+142m?x —2mx—-2m—x+4mx+4m—-4+6=0
m?x?2+m?+2m?x—x+2mx+2m+3=0
Agrupando y sacando factor comuin x? y x, se llega a la ecuacion de segundo grado de
variable Unica con los coeficientes de la misma en funcion del parametro de la familia de
rectas m, que nos daria la interseccidn entre estos dos lugares geométricos:

m?x%+ (2m?*+2m—1Dx+ (m?*+2m+3)=0
Para que las rectas sean tangentes, se debe cumplir que el discriminante b? — 4ac = 0. De

esta manera, la interseccion de cada recta con la curva queda definida en un Unico punto
(dos raices reales iguales).

b? —4ac=(2m?*+2m—-1)>—4.m?.(m?>*+2m+3) =0
4m* +4m? + 1+ 8m3 —4m? —4m — 4m* —8m3 — 12m? = 0
1—4m—12m? =0
—b Vb2 —4ac  —(—4) £./(-4)? - 4.(-12).1

2a 2.(—12)

my, =
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Siendom,; = % la pendiente de larecta Ly; ym, = —% a pendiente de la recta L.

Luego:

1
Lri:(y+ 1) =€(x+ 1)

Lro:(y+1) = —%(x+ 1)

b) Para encontrar el &ngulo entre las rectas, en primer lugar, se encuentran los vectores
directores de las mismas y luego, mediante definicién de producto escalar, se determina
el angulo entre ellos. Sus vectores directores resultan:

dir = (6,1)
dir, = (2,-1)
Se determina el angulo a partir de la definicién de producto escalar:
dLl' dLZ (6;1) (2; _1)
cosf = =
ldoll-ld2ll - ez + 12.\/22 + (—1)2
0-—2"1_0g08
cosd = ——==0,
V37.4/5

6 = arc cos(0,808) = 36,03°

¢) Verificacion gréfica:

LT2:y=-05x-15

V-x+4y+6=0

LT1:y=0.17x - 0.83

=

Figura 3.66. Representacion grafica del Ejercicio 74. [GeoGebra]
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75.

Siendo el eje de abscisas la horizontal que define el puente, el eje de coordenadas el eje de
simetria de la parabola y siendo que el punto mas bajo del cable queda a una altura de 12
m sobre la calzada, podemos decir entonces que el vértice de la parabola buscada viene
dado por el punto V(0,12).

Otros dos puntos que pertenecen a la pardbola son los anclajes del cable sobre las
columnas (separadas 480 m y de 56 m de altura), de coordenadas P;(—240,56) y
P,(240,56).

De acuerdo a como se dispone la posicion de la pardbola, decimos que su eje focal (o eje
de simetria) es coincidente con el eje de coordenadas. Luego, una parabola de vértice
V(h, k), parametro p y eje focal coincidente con el eje y, queda definida por la siguiente
ecuacion:

(x—h)?=2p(y — k)

Reemplazando los valores conocidos del vértice V(0,12):

x? =2p(y — 12)

Para encontrar el parametro p, se reemplaza cualquiera de los puntos conocidos
P;(—240,56) o P,(240,56), pertenecientes a la curva:

240% = 2p(56 — 12)

2402 57600

P=788 ~ 88

P1 = (-240, 56) P2 = (240, 58)

Figura 3.67. Representacion gréfica del Ejercicio 75. [GeoGebra]

Finalmente, la ecuacién de la parabola que describe la curva del cable resulta:

Y 57600 (& —12) = 57600 - 12)

88 44
La altura a una distancia de 80 m de las columnas (160 m del origen de coordenadas), se
obtiene reemplazando la variable x = 160 en la ecuacion y determinando su ordenada

correspondiente:
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57600
602 = 7()/ - 12)

1602 +12=y

57600
31,56 = y
La altura del cable a 80 m de las columnas es de 31,56 m desde el nivel de calzada.

/6.

a) Ambas curvas comparten el vértice 17(0,0) y tienen el eje focal en coincidencia con el eje
y.

Para este tipo de curva, ecuacion correspondiente resulta:

x? = 2py

El pardmetro de forma sera distinto para cada parabola. Para determinar dicho
parametro, se sustituye un punto conocido de la curva en la ecuacion previa.

Para la parédbola del individuo a la izquierda, se consideran los puntos P1(—5; 3,5) y
P2(5; 3,5) que pertenecen a la misma. Luego:

52=2p35="7p
p =25/7
La ecuacion cartesiana de la parabola asociada al individuo de la izquierda resulta:
50
2 -~
X 7 y

De manera anéloga para la parabola del individuo a la derecha, se consideran los puntos
P1(—6;3,5)y P2(6; 3,5) que pertenecen a la misma. Luego:

62 =2p3,5="7p

p =36/7
La ecuacion cartesiana de la parabola asociada al individuo de la izquierda resulta:
72
2 =
=7

b) Como se menciono, de acuerdo a la figura, las parabolas comparten vértice y direccion
del eje focal. Luego, el parametro que cambia es el parametro geométrico p que
determina la forma del mentén. Dicho pardmetro resulta adecuado para utilizar en la
familia, como se expresa a continuacion:

p=k;k R
x% = 2ky
¢) La ecuacion cartesiana de la parabola asociada al individuo de la izquierda resulta:
50
2 -
X 7 y
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Vértice V(0,0), pardmetro p = ? y eje focal coincidente con el eje y.

Para encontrar las coordenadas del foco nos movemos una distancia p/2 desde el vértice

en direccion del eje focal en el sentido de apertura de las ramas (el pardmetro positivo

indica que las ramas se desarrollan hacia el sentido positivo de los ejes coordenados):

F(0;0+B) —>F(0;0+§> —>F(0;§)
2 14 14

Para determinar las coordenadas de los extremos del lado recto, nos movemos desde el

foco en direccion perpendicular al eje focal una distancia p a un lado y al otro:

A(O 25) A(O 25 25) A( 25 25)
25 o (g_25.25Y  ,(_2525
Pi1a 7 14 7 14

25 25 25 25 25
B(0+pigg) -~ 80+ 77) - 8(F1)
Y la longitud del lado recto es:

50
LR = |2p| = -
Por ultimo, la ecuacion de la directriz se obtiene considerando que la misma tiene

direccion perpendicular al eje focal (eje y en nuestro caso), y que pasa a una distancia
p/2 del vértice en sentido opuesto al foco. Luego:

P 25
T2 14
Graficamos:

2{F=(0,1.79)
®

Diy=-178

Figura 3.68. Representacion gréfica del Ejercicio 76.b. [GeoGebra]
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De la misma manera procedemos para la parabola asociada al individuo de la derecha.
La ecuacion cartesiana resulta:

72

x? =—

7
Vértice V(0,0), parametro p = % y eje focal coincidente con el eje y.

Para encontrar las coordenadas del foco nos movemos una distancia p/2 desde el vértice

en direccion del eje focal en el sentido de apertura de las ramas (el parametro positivo

indica que las ramas se desarrollan hacia el sentido positivo de los ejes coordenados):

F(0;0+B) —>F<0;0+1.ﬁ) > F(O;E>
2 2 7 7

Para determinar las coordenadas de los extremos del lado recto, nos movemos desde el

foco en direccién perpendicular al eje focal una distancia p a un lado y al otro:

18 36 18 36 18
a(0-p)~a(0-7:5)~4a(-57)

18 36 18 36 18
B(0+ni7)=8(0+7:7)~8(77)
Y la longitud del lado recto es LR = |2p| = 7—72

Por dltimo, la ecuacion de la directriz se obtiene considerando que la misma tiene
direccion perpendicular al eje focal (eje y en nuestro caso), y que pasa a una distancia p/2
del vértice en sentido opuesto al foco. Luego:

En la Figura 3.68 se indica la representacion gréafica del problema planteado.

D:y=-257

Figura 3.69. Representacion grafica del Ejercicio 76.c. [GeoGebra]
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d) Recordando la ecuacién de la familia x* = 2py, dado que el valor de la ordenada es
reincidente en todos los casos, se determina la abscisa correspondiente a dicho valor
sabiendo que p = 4,11:

x =/2p3,5 =4/2.4,11.3,5 =536

Luego, parametro p = 4,11 corresponde al individuo “C”.

7.

a) Ecuacion cartesiana de la pardbola con vértice en V(2,—2), parametro p = 3y eje focal
paralelo al eje y:

(x—2)2=2+3*x(y+2)=6(y+2)

(x=2)*=6(y+2)

Se adopta la variable x como parametro (es decir, la variable que esta al cuadrado):
x=t

y=c—2?-2==(t-2)?-2,teR

Dos puntos de la curva surgen dandole valores al parametro t:

Parat = 8:

x =28

1
y=c@-2°-2=4

Q(84)
Parat = —4:

x=2
1
y=€(_4_2)2_2=4

R(—4,4)

ecl

X

6 4 TS 2 1 6 8 10
V=1(2-2)
-2

Figura 3.70. Representacion grafica del Ejercicio 77.a. [GeoGebra]
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b) Tomando como parédmetro de la familia al parametro de forma p:

p=k;keR-{0}

(x—2)2=2k(y+2);keR—-{0}

Tanto el vertice como el eje focal permanecen fijos. En la Figura 3.70 se indican tres curvas
de dicha familia:

Figura 3.71. Representacion grafica del Ejercicio 77.b. [GeoGebra]

/8.

La propiedad de reflexion de la parabola enuncia lo siguiente: sea L la recta tangente a la
parabola en un punto P, (x,, y,) de la misma. Los angulos a y § que dicha recta determina
con el segmento que se extiende desde el foco F hasta el punto P,, y con la recta paralela
al eje de simetria de la parabola que pasa por P,, respectivamente, son congruentes.

Se procedera a verificar dicha propiedad en un punto extremo del lado recto. Para ello se
buscara determinar los d&ngulos a y S a partir de datos conocidos. En primer lugar, se
encontrara la ecuacion de la parabola y su derivada. La derivada, que representa la
pendiente de la recta tangente en cada punto de la curva, sera evaluada en un extremo del
lado recto. Esto nos daré el valor de la pendiente de la recta tangente a la curva en ese
punto. A partir de dicho valor, se determinara un vector director a la recta. También se
encontraran un vector paralelo al eje focal y otro vector desde el foco hasta el punto del

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 145



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

extremo del lado recto. Con estos tres vectores nos sera posible determinar los &ngulos
buscados.

En laFigura 3.71 se muestra el planteo geométrico del problema a resolver analiticamente.

a Direccion de incidencia

EFI/EJE X Vih.k) Fih+p/2 k)

Figura 3.72. Representacion grafica del Ejercicio 78. [GeoGebra]

Se procede a la resolucion:

Ecuacion cartesiana de la parabola con vértice en V (h, k), parametro p y eje focal
paralelo al eje x:

(y—k)?=2p(x—h)
La derivada de la ecuacion de la parabola, nos da la funcién pendiente de la curva:

2y —k)y'=2p
y__P
y y—k
Evaluada en un extremo del lado recto:A(h + %, k +p)
p
! = = 1
YaTk¥p—k

Es decir que un vector con direccion paralela a la de la recta tangente L, resulta el
vector:

dir=(11)
Un vector con direccion paralela a la direccion del eje focal:

dgr = (p,0) // Eje x
Y el vector asociado al punto del extremo del lado recto evaluado:
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FA = (0,p)

Determinado estos vectores evaluamos los dngulos que nos interesan a y B usando
producto escalar:

El &ngulo a se asocia a los vectores d;; Y dgg:

_ dyrdge (1L1).(p,0) 1
cosa = —

ldorll deell — viZ+ 12.\/p? + 02 V2

Y el angulo B se asocia a los vectores d; y FA.:

dr.FA (1,1).(0,p) 1
eI IFAI - Viz+ 1202 + 2 V2
Luego, los cosenos son iguales, por lo tanto, los argumentos también lo son:
a=p
La propiedad de reflexion de la parabola en un extremo de su lado recto queda
demostrada.

cosf =

3.8. ELIPSES E HIPERBOLAS
79.

Sabemos por definicion de elipse, que es el lugar geométrico de los puntos del plano tales
gue la suma de las distancias a dos puntos fijos es igual a una constante. Por lo tanto, los
puntos dados son los focos de la misma y la suma de las distancias es 2a, es decir el doble
de la medida del semieje mayor.

Entonces, sabemos que:

2a =10

Fi(—2,3)

F,(4,3)

Por lo que podemos deducir que al ser las ordenadas de ambos focos iguales (3) el eje focal
sera paralelo al eje x, y ademas a = 5.

Podemos encontrar el centro de la elipse como el punto medio entre los focos:

OF, = (-2,3)
0F2=(4‘,3)
OF, — OF 4,3) —(—2,3
e OF=0FR _(43)-(23)_
2 2
0C = OF, + F,C = (1,3)
c=|FCll =3

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 147



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

Conocemos que la relacion entre la distancia focal y las medidas de los semiejes mayor y
menor es a® = b? + ¢?. Entonces:

52 =bp% +32

b=4

Teniendo en cuenta que el eje focal es y = 3 (paralelo al eje x) y el centro C(1,3).
Podemos escribir la ecuacion cartesiana de la elipse como:

— 1)2 —_ 2)\2
-V =37 _

52 42 1

. 2b? .
Luego calculamos la longitud del lado recto como |LR| = —, s decir:

ILR| = 2 16—32—64
-5 5 7
Con todos los datos anteriores podemos determinar los elementos de la cdnica, indicados

en la Tabla 3.1 que aportan la informacién requerida para la representacion grafica.

Centro c(1,3)

Eje focal Paralelo al eje x: y=3

Focos Fi(=2,3) F,(4,3)
Vértices Vi(—4,3) V,(6,3) Vs(1,-1) V,(1,7)
Lado recto |LR| = 6,4

E:g;?:(gi del |\ 1 2-02) | 4262 | Ba-02) B'(4,6,2)

Tabla 3.1. Elementos de la cénica del Ejercicio 79.

Figura 3.73. Representacion gréafica del Ejercicio 79. [GeoGebra]
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80.

La resolucion de este ejercicio esta dividida en 2 partes, en la primera trabajamos para
hallar las rectas tangentes perpendiculares a la recta dada y en la segunda parte
encontraremos la ecuacion cartesiana de la elipse y todos sus elementos para poder
graficarla.

Empezamos hallando las rectas tangentes, para ello derivamos implicitamente la ecuacion
de laelipse (3x2 + y? + 4x - 2y - 3 = 0) y determinamos la expresion de la pendiente
de la recta tangente a la elipse en cualquier punto P(x, y):

32x + 2y.y +4-2y" =0

Despejamos y”:
2y.y'-2y" =-(6x + 4)
o —(6x+4)
T 2y-2
o -(Bx+2)
= T

Sabemos que las rectas tangentes deberan ser perpendiculares alarectal: y =-x + 5, Si
la pendiente de la recta L es m; =-1, entonces, la pendiente de las rectas tangentes
debera ser:

1
me =- m—L
mr=1
Igualamos este resultado a la pendiente de la recta tangente para cada punto P(x,y) que
pertenece a la elipse:

—(3x+2):1
y-1

-Bx+2)=y-1

y=-3x-1

Esta ultima ecuacion nos da la relacion que deben cumplir los puntos P(x, y) de la elipse
para que la pendiente sea m; = 1.

Para hallar cuales son esos puntos, remplazamos esta condicion en la ecuacion de la
elipse:

3x2 + (-3x-1)2 + 4x-2(-3x-1)-3=0

Resolvemos el cuadrado de un binomio y asociamos términos semejantes:
3x2 + 9x? +6x+1 + 4x +6x +2-3=0

12x% +16x = 0

Resolvemos la ecuacion:
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4x (3x+4) =0

Tenemos 2 soluciones posibles: x; =0y x, = —g

Remplazamos x; en la ecuacion que establece la condicion que deben cumplir los puntos
de la elipse para que la pendiente de la curva en ellos sea m; = 1:

yi=-3(x)-1

y1=-3.0)-1;y;=-1

Por lo que hemos encontrado el primer punto donde la pendiente es my = 1: T;(0,-1)
Luego la ecuacién de la recta de pendiente m; = 1 que pasa por dicho punto es:

LTl: y = X — 1
. . _—— 4
Realizamos el mismo procedimiento para x, = -3
y2=-3x;-1
-2
Va2 = 3
y2=3

Por lo que hemos encontrado el segundo punto donde la pendiente es m; = 1:

n(-43)

Buscamos la ecuacion de la recta que pasa por dicho punto:

4

LTZ: y: <x+§)+3
13

LTZ: y= X+?

Hemos concluido que las rectas tangentes a la elipse y que son perpendiculares a L son:
13
LTl: y= X—l y LTZ: y= X+?

Para la segunda parte del ejercicio que es graficar la cOnica, partimos de la ecuacion
general de la elipse 3x? + y? + 4x- 2y-3 = 0, y completamos cuadrados para
determinar sus semiejes y centro:

Asociamos términos con variables iguales: (3x% +4x) + (y% - 2y)-3 = 0
Extraemos como factor comun el coeficiente principal de cada binomio:

3(x2+fx)+(y2 -2y)-3=0
3

Completamos cuadrados dentro de cada paréntesis:

3 9 9
Aplicamos propiedad distributiva del producto respecto la sumay asociamos los
términos independientes:

, 4 4 4 )
3<x +—x+———)+(y -2y+1-1)-3=0
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, 4 A 4
3<x +—x+—>—§+(y -2y+1)—-1 -3=0

3 9
Expresamos cada trinomio cuadrado perfecto como su binomio correspondiente:
3( +2)2+( 1)? 16—0
*t3) Do =

3(x+2) 4 o-12 =2
X+3 -7 ==

Dividimos toda la expresion por el término independiente y obtenemos la ecuacion
cartesiana de la conica:

(x +%2)2 - 1)22 _
o ()

o+
()

A partir de la ecuacion de cartesiana de la elipse, sabemos que a = 4vV3/3 y b = 4/3,
sabiendo que a? = b? + ¢? determinamos el valor de c:

1

y—-172
(2,31)2

16 42

3 9 3

. 2b? .
Luego calculamos la longitud del lado recto como |LR| = —, es decir:

a
16/9 8V3 _

‘W33 9

Con todos los datos anteriores podemos determinar los elementos de la cénica,

indicados en la Tabla 3.2. necesarios para la representacion grafica.

ILR| = 2 1,54

2
Centro C (— 3 1)
Eje focal Paralelo al eje y: x=—§
2
Focos F (— = —0,8856) F, (— y 2,8856)

L. 2 2 2
Vértices n(-5-131) | m(-533) Va(-2,1) v(51)
Lado recto |LR| = 89—3 ~ 1,54
Ext del

xtremos e A(—1,44,—-0,8856) | A'(0,103,—0,8856) | B(—1,44,2,8856) | B'(0,103,2,8856)
lado recto
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AT

Figura 3.74. Representacion grafica del Ejercicio 80. [GeoGebra]

81.

a) Del enunciado podemos obtener la informacion que 2a = 50, debido a que el ancho
del arco eliptico tiene esa medida. También podemos deducir que b = 20, debido a que
es la altura del arco. Por lo tanto, a = 25y b = 20.

Debemos proponer un sistema de referencia respecto al cual referenciaremos nuestros
datos y plantearemos la ecuacién de la elipse. Las alternativas mas convenientes son situar
el origen del sistema en el vértice izquierdo del semieje mayor o situarlo en el centro.
Optaremos por la segunda opcidn, es decir lo situaremos en el centro del arco eliptico. En
este sistema de referencia seleccionado, la ecuacion cartesiana del arco semieliptico sera:

®? | )
252 e =1 0 v20

b) Para calcular la altura del arco a una distancia de 5 m de los pilares debemos
remplazar en la ecuacion el valor de x=20 o x= -20.

207 0)* _,
252 202
(20)?
(y)? = 20° <1 BT )
(20)2
y=+ 202<1— oc2 >
y =12

(Se descarta la solucion negativa por tratarse un arco semieliptico con'y > 0)

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 152



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

Entonces la altura del arco en correspondencia con las estructuras de proteccidén que se
sitlan a 5m de los pilares es 12m.

c) Paragraficar laelipse que describe al puente debemos terminar de hallar los elementos
de la misma. Sabiendo que a? = b? + ¢? determinamos el valor de c:

c =vV625—-400 =15

2
Luego calculamos la longitud del lado recto como |LR| = %, es decir: |LR| = 2 (20

— =32
25

Con todos los datos anteriores podemos determinar los elementos de la conica que se
indican en la Tabla 3.3. La Figura 3.74 muestra la representacién grafica de este

problema.

Centro €(0,0)
Eje focal Coincidente con el gje x
Focos F;(15,0) F,(—15,0)
Vértices V,(—25,0) V,(25,0) V5(0,20)
Lado recto [LR| = 32
Extremos del
A(-15,16 B(15,16
lado recto ( ) ( )
Tabla 3.3. Elementos de la cénica del Ejercicio 81.
Yy
V3
i o S
s TR
: g 16 L
%/Tzu 12) ! i “_P1={(20,12)
4 12 )
/ b
y 10 \\
p i \
/
[/ 6 \\“
/ \"\
/ Z \
26 é!\'—wza 22 20 18 —1s='_114 -1z -0 8 s “a 2 o 2 4 8 8 10 12 14 'F-zm 18 20 22 24 évi
Figura 3.75. Representacion grafica del Ejercicio 82. [GeoGebra]
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82.

Con los datos del enunciado podemos decir que la ecuacion cartesiana de la elipse es:
(x+2)* y?

52 42
Pero se pide las ecuaciones paramétricas de la conica por lo que siguiendo el
procedimiento desarrollado en la seccion Ecuaciones paramétricas de una elipse, del
Libro Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias, tenemos que la parametrizacion
para la elipse del enunciado es:

{x=—2+5c059
y=4senf

=1

0 €[0,2m)

Observacion:

Vamos a demostrar que las ecuaciones paramétricas de la elipse describen el mismo lugar
geométrico que la ecuacidén de la elipse indicada al inicio, asociada a los datos del
problema.

Despejaremos las funciones trigopnomeétricas y luego las elevaremos al cuadrado y las
sumaremos buscando la identidad trigonométrica fundamental.

5 0€[0,2m)

Ahora elevamos al cuadrado ambos miembros

x + 2)?
% = cos?6
) 0 €[0,2m)
Z—z =sen? 0
Luego sumamos a ambos miembros:
x+2)2 y?
%+Z—2= cos? 6 + sen? 6

Remplazamos por la identidad trigonométrica fundamental y llegamos finalmente a la
ecuacion cartesiana de la elipse:

(x+2)? y?
5z Tl
83.

a) Empezaremos planteando la ecuacion cartesiana de la hipérbola. Para ello
necesitamos conocer los valores de los semiejes de ay b. Tenemos como dato el centro y
un foco de la hipérbola, entonces podemos calcular la distancia focal c:
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OF, = (—6,2)

0oC = (4,2)

F,C =0C — OF, = (10,0)

c =||F1C|| =10

A partir de la excentricidad podemos conocer el valor del semieje real, ya que, siendo:

e :E :Z
Despejamos a:
c 10

A partir de la relacion entre la distancia focal, y las medidas de los semiejes real e
imaginario, c? = b? + a?, Obtenemos:
10% = b2 + 82
b=6
Como el centro y el foco tienen la misma ordenada, sabemos que el eje focal es paralelo
al eje x cuya ecuacion es:
y =2.
Planteamos entonces la ecuacion cartesiana de la hipérbola:
(x—4)? (y—-2)*

82 62
Para llegar a la ecuacién general, comenzamos desarrollando los cuadrados de los
binomios:
(x2—8x+16) (y?—4y+4)

82 - 62 =1
Luego sacamos denominador comun y despejamos el mismo:
I(x? —8x+16) —16(y2 —4y +4) _ )
576

(9x% — 72x + 144) — (16y% — 64y + 64) = 576
9x% — 72x + 144 — 16y%2 + 64y — 64 — 576 =0
Asi llegamos finalmente a la ecuacion general de la hipérbola:
9x% — 16y% — 72x + 64y — 496 = 0

1

b) Encontramos los elementos de la conica para poder representar graficamente. Los
mismos se detallan en la Tabla 3.4. En la Figura 3.75 se muestra la representacion grafica
asociada a este problema.
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Centro C(4,2)
Eje focal Paralelo al el eje x: y=2
Focos F,(—6,2) F,(14,2)
Vértices V,(—4,2) V,(12,2) Vo (4, —4) V,(4,8)
Lado recto 2
ILR|=2— =9
8
Extremos del| | . .o | 4665 B(14,-2,5) B'(14,6,5)
lado recto T l T "
Asintotas —Ex—l ——§x+5
Y=y Y=7%

Excentricidad o= c_5

T a 4

Tabla 3.4. Elementos de la cénica del Ejercicio 82.

| ejeim
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w

e e

Figura 3.76. Representacién gréafica del Ejercicio 83. [GeoGebra]

C) Para obtener los puntos de interseccion con el eje x resolvemos un sistema de
ecuaciones con las ecuaciones de ambos lugares geométricos:

{9x2 — 16y% — 72x + 64y — 496 = 0

y=0
Reemplazamos y = 0 en la ecuacion general de la hipérbola y resolvemos la ecuacion
cuadratica:

9x% —72x — 496 = 0
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Encontramos entonces que las intersecciones con el eje x (o raices) son:

x; = 12,43

x, = —4,43

Luego los puntos de interseccion con el eje x son X;(—4.43,0) y X,(12.43,0).

84.

Comenzamos derivando implicitamente la ecuacion general de la hipérbola para
encontrar una expresion para la pendiente de la recta tangente a la conica:
6x—8yy —18—-40y' =0
Luego despejamos y’:
6x — 18
“8y+40

Para determinar el punto especifico donde pasa la recta que buscamos, reemplazamos
y=-2 en la ecuacion de la hipérbola y calculamos las abscisas de los puntos que se
corresponden con esta ordenada:

3x%2 —4(—2)?—18x—40(-2)— 85=0

3x2—16—18x+80 — 85 =0

3x2—16—18x+80 — 85 =0

3x2—18x— 21=0

Encontramos dos valores de x que satisfacen la ecuacion:

x, =7

x, =—1

Descartamos x; ya que se nos solicita que tenga abscisa negativa. Por lo tanto, la recta

normal que buscamos pasa por T (—1, —2). Calculamos la pendiente reemplazando T en la
expresion de y’obtenida al inicio del desarrollo:

, _6(-1)—18
Y T8 (=2) + 40
y'=-1
Entonces la recta normal tendra pendiente my = - L =1.Porlo tanto, la ecuacién de la

yr
recta normal a la hipérbola que pasa por el punto T(—1, —2) es:
Ly: y=x—-1
Para representar graficamente debemos calcular los elementos de la hipérbola, para ello
comenzamos conociendo su ecuacion cartesiana.
Completamos cuadrados en la ecuacion general:

3x2—4y?—18x—40y— 85=0
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3(x2—6x) —4(y*+10y)— 85=0
3(x2 —6x+9—9)—4(y*+ 10y + 25 —25) = 85
Extraemos los términos que agregamos para completar cuadrados y despejamos:
3(x% — 6x +9) — 27 — 4(y? + 10y + 25) + 100 = 85
3(x2 —6x+9) —4(y?+ 10y + 25) = 85+ 27 — 100
Expresamos los cuadrados que representan los trinomios cuadrados perfectos:
3(x —3)2—4(y+5)*= 12
Dividimos ambos miembros por el termino independiente:
3(x — 3)? _4u+ 5?% "
12 12

Dividimos ambos denominadores por los coeficientes que acompafian a los paréntesis
para llegar finalmente a la ecuacion cartesiana de la hipérbola:

(=3 O+5°_
(2)? (3)*
Conocemos que la relacion entre la distancia focal, y las medidas de los semiejes real e
imaginario es:
c? = b%* + a?
Entonces:
¢ =7 ~ 2,646

Los elementos de la conica se indican en la Tabla 3.5, los cuales permiten una apropiada
representacion grafica (Figura 3.77).

Centro C(3,-5)
Eje focal Paralelo al eje x: y=—5
Focos F;(0,354,—5) F,(5,646,—5)
Vértices V. (1,-5) V,(5,-5) V5(3,—6,73) V,(3,-3,27)
Lado recto ILR| =2§=3
2
E’l‘;‘(;i“;‘e’:t‘(l)el A(0,354,—3,5) | A'(0,354,—6,5) | B(5646,—3,5) | B'(5646,—6,5)
Asintotas y = 0,866 x — 7,6 y = —0,866x — 2,4
Excentricidad .o 2 _ g _132

Tabla 3.5. Elementos de la cénica del Ejercicio 84.
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ejefocal

Figura 3.77. Representacion grafica del Ejercicio 84. [GeoGebra]

85.

Sabemos que una hipérbola es el lugar geométrico de todos los puntos del plano tales que
la diferencia entre las distancias a dos puntos fijos es una constante. En la situacion dada,
los puntos fijos son los focos (Q y R) y la diferencia de las distancias es 2a, es decir el doble
de la medida del semieje real. Entonces, 2a = 258.

2c = ||QR|| = 354

A partir de la relacion entre la distancia focal, y las medidas de los semiejes real e
imaginario, c¢? = a? + b?, obtenemos:

1772 = 1292 + b?

b = 12V/102 ~ 121,194

Plantearemos un sistema de referencia donde el origen es el centro entre los dos focos, Q
Yy R,y el gje x es la linea costera donde se sitian los mismos. Realizamos la siguiente figura
de analisis para comprender mejor el problema, siendo P la ubicacion de la embarcacion:

y @

....... Q0770 0 0 L R(T7.0) costa (x),

Figura 3.78. Representacion grafica del Ejercicio 85. [GeoGebra]
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Entonces segun el sistema de referencia elegido las coordenadas de los puntos Q y R son:
Q(—177,0) ; R(177,0)

Podemos escribir la ecuacion cartesiana de la hipérbola:

2 2

X y —1
1292 (121,194)2
y<0

Esta ecuacion nos da todas las posibles posiciones que puede tener laembarcacion estando
354 km mas cerca de alguna de las 2 estaciones costeras que de la otra. Para conocer la
posicion de la embarcacion, debemos introducir en la ecuacion la distancia de la misma a
la linea costera, que es de 194 km, por lo que en nuestro sistema de referencia corresponde
a una ordenada (-194). Remplazamos este valor en la ecuacion de la hipérbola para
obtener la abscisa:

x2 (-194)?
1292 (121,194)%

2

1292
x = +129,/3,56

Encontramos dos valores de x que satisfacen la ecuacion:

x; = 2435y x, = —243,5

La posicion que satisface el enunciado es el valor positivo de los encontrados debido a que
los puntos con abscisa positiva corresponden a la rama que esta mas cerca del foco R que

del foco Q. Entonces la posicién del barco en el momento que mandé la sefal es
P(243,5,—194)km.

Para representar graficamente la conica necesitamos calcular el resto de los elementos, los
cuales se indican en la Tabla 3.6.

—-256=1

Centro €(0,0)
Eje focal Coincidente con el eje x
Focos Q(-177,0) R(177,0)
Vértices V,(~129,0) V,(129,0) Vs(0,—121,19) V,(0,121,19)
Lado recto (121,194)
ILR| = 2.~~~ =2.113,86 = 227,72
129
Extremos del
A(—177,—-113,86 A'(-177,113,86 B(177,—113,86 B'(177,113,86

lado recto ( ) ( ) ( ) ( )

Asintotas y=094x y = —0,94x

Excentricidad e = ‘- ﬂ =1,372

a 129 ’

Tabla 3.6. Elementos de la conica del Ejercicio 85.
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Ng ejeim s’

ejefocal-300 -250 -200 350

-250

Figura 3.79. Representacion gréafica del Ejercicio 85. [GeoGebra]

86.

Despejaremos las funciones trigopnométricas y luego las elevaremos al cuadrado y las
restaremos buscando llegar a una identidad trigonomeétrica.

X 1

a cos (t) nm (E 3_7'[)
y _sen(t) te( 2'2)U 2’ 2

kb ~ cos (t)
Ahora elevamos al cuadrado ambos miembros

x\% 1
(E) ~ cos? (t) T T m 31
) te (-3.5)v(3.5)
(y)2 _sen ® 2°2 2 2
k b/ cos? (t)
Luego restamos ambos miembros:

x?  y? 1 sen? (t)

a? b%?  cos?(t) cos?(t)

Restamos las fracciones del segundo miembro:

x> y? 1-—sen”(t)

a2 b?2  cos?(t)

Sabemos por la identidad trigonométrica que cos? 8 + sen? § = 1, de donde despejamos:
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cos? 8 =1 —sen? 6, remplazamos y llegamos finalmente a la ecuacion cartesiana de la
hipérbola:

x* y? cos®(t)

az bz cos?(t)

x2 y2
2 ot
87.

2 2
a) A partir de la ecuacion cartesiana de la elipse % + Z—S =1,sabemosquea =5y b =3.

Siendo a? = b? + c? determinamos el valor de c:
c=vV25—-9=4
2
Luego calculamos la longitud del lado recto como |LR| = %, es decir,

ILR| = 2 9—18—36
~%'5 5 7

Con todos los datos anteriores podemos determinar los elementos de la cénica (Tabla 3.7).

Centro €(0,0)

Eje focal Coincidente con el eje y

Focos F1(0,4) F,(0,—4)
Vértices V,(0,5) V,(0,-5) V,(3,0) V,(—3,0)
Lado recto |LR| = 3.6

El):lt;i‘:l(;f) del | yas4) | ac184) | B8 -4) | B(-18-4)

Tabla 3.7. Elementos de la conica del Ejercicio 87.a.
Ty 5

Figura 3.80. Representacion grafica del Ejercicio 87.a. [GeoGebra]
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2 2
b) A partir de la ecuacion de cartesiana de la elipse ;—5 + y: =1,sabemosquea=5yb =

2,co0mo a? = b? + c? determinamos el valor de c:
c=vV25—-4=+21
b2

Luego calculamos la longitud del lado recto como |LR| = 2—, es decir:

a

nm—24—8—16
7’5 50 7

Con todos los datos anteriores podemos determinar los elementos de la conica (Tabla 3.8)

Centro €(0,0)

Eje focal Coincidente con el eje x

Focos F,(¥21,0) F,(—V21,0)
Vértices V;(5,0) V,(~5,0) V5(0,—2) V,(0,2)
Lado recto [LR| = 1.6

El ’;t:‘?:c‘ii del | (VZT.08) | A(ZT—08) | B(—vZL08) | B/(—vZI,—08)

Tabla 3.8. Elementos de la conica del Ejercicio 87.b.

Figura 3.81. Representacion grafica del Ejercicio 87.b. [GeoGebra]

c) Tenemos la ecuacion general de la elipse 4x? + 2y?-8x- 12y + 14 = 0,
completaremos cuadrados para determinar sus semiejes y centro.

Asociamos términos de iguales variables: (4x? —8x) +(2y? - 12y)+ 14 = 0
Extraemos como factor comun el coeficiente principal de cada binomio:

4(x?2 —=2x)+2(y?> -6y)+ 14 = 0
Completamos cuadrados dentro de cada paréntesis:

42 —2x+1-1D+2(y2 -6y+9-9)+ 14 = 0
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Aplicamos propiedad distributiva del producto respecto la sumay asociamos los
términos independientes:

4(x2 =2x+1)—4+2(y2 -6y+9)—18+ 14 = 0
4x—1)2+2(y—-3)2-8=0

Expresamos cada trinomio cuadrado perfecto como su binomio correspondiente:
4(x—1)2+2(y—3)2 =8

Dividimos toda la expresion por el término independiente y obtenemos la ecuacion

(x—1)?

_2)2
+ 2 g,
4

cartesiana de la conica:

A partir de la ecuacion de cartesiana de la elipse, sabemos que a = 2y b = /2, sabiendo
que a? = b? + c¢? determinamos el valor de c:

c=VE—2=12
2
Luego calculamos la longitud del lado recto como |LR| = %, es decir: |[LR| =2 % =2

Con todos los datos anteriores podemos determinar los elementos de la cénica (Tabla 3.9)

Centro €(1,3)

Eje focal Paraleloal elejey: x =1

Focos F (1,3 +2) F,(1,3 —-+2)

Vértices V,(1,5) V,(1,1) Vs(1++2,3) V,(1-+2,3)
Lado recto [LR| =2

f:::mos del lado i(j’g A'(0,34+V2) B(2,3 —2) B'(0,3 —V2)

Tabla 3.9. Elementos de la cdnica del Ejercicio 87.c.

&

Figura 3.82. Representacién gréafica del Ejercicio 87.c. [GeoGebra]
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d) Anpartir de laecuacién general de la elipse, asociamos términos de iguales variables:
(4x% — 48x) + (9y? + 72y) + 144 = 0. Extraemos como factor comun el coeficiente
principal de cada binomio:

4(x2 —12x) +9(y? + 8y) + 144 = 0

Completamos cuadrados dentro de cada paréntesis:

4(x> —12x+36—-36)+9(y%2 +8y+16—16) + 144 = 0

Aplicamos propiedad distributiva del producto respecto la sumay asociamos los términos
independientes:

4(x? —12x+36) — 144+ 9(y? +8y + 16) — 144 + 144 = 0

Expresamos cada trinomio cuadrado perfecto como su binomio correspondiente:

4(x — 6)2 +9(y +4)% =144

Dividimos toda la expresion por el término independiente y obtenemos la ecuacion

. L -6)2 +4)?
cartesiana de la conica: % + % =1.

A partir de la ecuacion de cartesiana de la elipse, sabemos que a = 6 y b = 4, sabiendo que
a? = b? + c? determinamos el valor de la semidistancia focal: ¢ = V36 — 16 = v20

2
Luego calculamos la longitud del lado recto como |LR| = %, es decir: |LR| = 2% = %.

Con todos los datos anteriores determinamos los elementos de la cénica (Tabla 3.10):

Centro C(6,—4)

Eje focal Paraleloal elejex: y=—4

Focos F (6 +v20,—4) F,(6 —20,—-4)

Vértices Vi(12,—4) V,(0,—4) V5(6,—8) V,(6,0)

Lado recto [LR| = 16/3

E::;;i:l;i del A(6+m,—%) A'(6+m,—23—0) B(6—\/2_0,—§) B'(6 —20,-20/3)

Tabla 3.10. Elementos de la conica del Ejercicio 87.d.

y &
2
Vd X
4 2 0 TS 6 T 10 12 14
B 2 N A
2 // \\\
/ X
! A
huwd c E iy
4 L] 2 L] . 1 +
V2 I,l'l V’]
AN /'
1 R /
et ey
B™ A A
-8 T———— x
VS
=10

Figura 3.83. Representacidn gréfica del Ejercicio 87.d. [GeoGebra]
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88.

Comenzamos determinando los puntos de interseccion de la elipse con la recta L, para
ello resolvemos el sistema de ecuaciones:

(x—1)2+(y+1)2_
9 4
2x—3y+1=0

Despejamos y de la ecuacion de larecta L,
1+2x
T3
Luego reemplazamos en la ecuacion de la elipse y despejamos x:

2

G- (1)

g 4 =1

2

G172 (Fr+3)

9 4
x> 2x 1 x* 4 4
9 g tgtgtgrtg=1
2x% 2 4
9 t9* 79~

Las soluciones de la ecuacion cuadraticason x; = 1y x, = —2, esto nos indica que la recta
es secante a la elipse.

Six; =1,entoncesy; =1
Six, = —2,entonces y, = —1
Por lo tanto los puntos de interseccion son P;(1,1)y P,(—2,—1).

Ahora determinamos las ecuaciones de las rectas tangentes a la conica en los puntos de
interseccion. Para ello derivamos implicitamente la ecuacién de la elipse:

Z(x -1) Z(y +1)

+ y' =0

2x 2 y
———+(5+ =0

9 (2 )y

2 2

, 97 9% 4-—4x

YTy T Tyt

2 2
Al evaluar la derivada en P,y P, obtendremos las pendientes de las rectas tangentes.
En P;: y' = — = 0 luego la recta tangente a la elipse que pasa por P, es horizontal cuya
ecuacion es:
Ll: y = 1
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r_ 4-4(-2)
T 9(-1)49
por P, es una recta vertical cuya ecuacion es: L,: x = —2

EnpP,:y pero esto es un absurdo, ya que la recta tangente a la elipse que pasa

Calcularemos el angulo comprendido entre las rectas L y L;, recordamos que la ecuacion
, . 1+2 . . .

explicita de L es y = Tx conociendo su pendiente podemos considerar como vector

director al vector: d; = (3,2).

Como L, es una recta horizontal un vector director de la misma puede ser el versor
i. Calculamos el angulo entre ambos vectores directores:

cosf = L
lld.ll
_ (1,0)(3,2) 3
V13 V13
0 =~ 33.69°

Procedemos de igual modo para calcular el &ngulo entre las rectas L y L, ,pero ahora el
vector director de L, es el versor j. Entonces:

jd,
O =i,
_OnNEB2 2
- V13 Vi3
B = 56.31°
La Figura 3.84 muestra la representacion gréafica de este problema.
L, 5517 @
2
15
L, P

456 -4 -35

Figura 3.84. Representacion gréfica del Ejercicio 88. [GeoGebra]
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89.

Situamos el origen del sistema de coordenadas en el centro del arco semieliptico, con el
eje x horizontal, tal como se indica en la Figura 3.85:

11 -10 -8 -8 -T -8 -5 -4 -3 -2 -10
-1

Figura 3.85. Representacion grafica del Ejercicio 89. [GeoGebra]

A partir de los datos del problema tenemos que

_18_
a—7— m
b=8m

Luego la ecuacién que describe el puente semieliptico es:
x2 yZ _
{92 te =1 Q)
y=0
A 4m de los extremos x = 5, por lo tanto reemplazamos en (1) y encontramos la altura
2 2
del puente: 2—2 + z—z =1

2—(1 25) 64
Y= 81/

y = 6.65
Si bien la ecuacion tiene dos soluciones, sélo dejamos la que cumple la condicion y = 0.
Por lo tanto la altura del puente a 4m de los extremos es de 6. 65m aproximadamente.

90.

Obtenemos la ecuacion de la elipse con los datos del enunciado. Como F1 (-4,0) y F2 (4,0)
podemos determinar que el centro de la elipse es C(0,0) y ¢ = 4.

Sabemos por definicion de elipse que es el lugar geométrico de todos los puntos del plano
tales que la suma de las distancias a sus focos es igual a 2a. Por lo tanto, teniendo Po (2,3)
podemos calcular el valor del semieje mayor:

IPoF1ll + ||PoF2ll = 2a

(=6, =3l + 12, -3)|l = 2a
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V45 +/13 = 2a

V45 + V13

—_— =
2

516 = a

- - - yz
Teniendo en cuenta que el eje focal es el eje y y el = 1.

Sabiendo que Po(2,3) pertenece a la elipse, sabemos que satisface la ecuacion anterior:
22 32

5162 ' b
Por lotanto, b = 3.25. Hemos hallado la ecuacién de la elipse con la que vamos a trabajar:

x2 y2
5162 3257 1M
Para encontrar las tangentes por el punto exterior Q(10,0), plantearemos un sistema de
ecuaciones con la ecuacion de la elipse y la ecuacion de una familia de rectas que pasen

por Q:

y =m(x —10)
x2 y2
_+b_2:1

Reemplazamos y de la primera ecuacion, luego sustituimos en la segunda:

(mx — 10m)?

a? b2
x2 m?x? 20m?x 100m?
2zt T pz Tz 710

1 m? 2 20m? 100m?
—+b—2 — e X+ e -1)]=0

Como buscamos la recta tangente a la elipse que pasa por Q, sabemos que el sistema de
ecuaciones debera tener una Unica solucién. Por lo tanto, el discriminante (A= b? — 4ac)
de la ecuacién cuadratica que anterior es nulo:

20m?\ ° 1 m?2\/100m?
3z ) e tu)\ T =0

400m* [ 4  4m?\ (100m?
bt @t )\ 1=

400m* (400m2 4 400m* 4m2>_0

b4 bz a2 pt b2
400m* 400m2 4  400m* 4m?
bt @bz ‘a2 p* b2

400 4\ . 4
<_a2b2 bZ)m teZ T

=0
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Si sustituimos los valores a 'y b, y resolvemos la ecuacion cuadratica encontramos dos
valores posibles de m:

my; = 0.38 ym, = —0.38

Hemos encontrado las pendientes de las rectas tangentes a la elipse que pasan por el
punto exterior Q(10,0), concluyendo que ecuaciones de las mismas son:

Li:y = —0.38(x — 10)

Ly:y = 0.38(x — 10)

(Al trabajar con valores aproximados de a y b, los resultados que encontramos arrastran
la aproximacion)

ol

Siguiendo el anélisis desarrollado en la seccidén 3.5.6 Ecuaciones paramétricas de una
elipse, del Libro Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias, tenemos:

{x= —1+4cosf

y=1+6sen0 con0 <0 < 2m.

Verificamos:
(x+1)?  (y—1)°
42 * 62

(x+1)? (y—1)°
2 e

= cos%0 + sen?6

1

92.

—_2)2 2
a) A partir de la ecuacion de cartesiana de la hipérbola (e=2)” _ o1

16
a =4yb = 2. Apartir de la relacion c¢? = b? + a? , determinamos el valor de c:

c=vV16+ 4 =20

= 1, sabemos que

2
Luego calculamos la longitud del lado recto como |LR| = %, es decir:
ILR| = 2 * 2
=2.7=

. , . P b . 1
Para determinar las asintotas sabemos que la pendiente de ellas sera i; , es decir t-.

Como ambas pasan por el centro de la hipérbola €(2,—1) podemos determinar sus
ecuaciones:

1

1
Ly:y+1= —E(x—Z)

Con todos los datos anteriores determinamos los elementos de la cénica (Tabla 3.11).
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Centro c(2,-1)

Eje focal Paraleloejex:y = —1

Focos Fi (2 ++20,-1) F,(2 —v20,-1)
Vértices Vi(6,—1) V,(=2,-1) Vs(2,1) V,(2,-3)
Lado recto [LR| =2

Extremos del
lado recto

A2 —V20,0) | A'(2—-+20,-2) B(2++20,0) | B'(2++20,—2)

Asintot
mntotas y+1=1/2(x—2) y+1=-1/2(x - 2)

Tabla 3.11. Elementos de la conica del Ejercicio 92.

Figura 3.86. Representacion gréafica del Ejercicio 92.a. [GeoGebra]

b) Paradeterminar la interseccién de la hipérbolaconlarectal;:y — x + 8 = 0
planteamos un sistema de ecuaciones con ambas ecuaciones:

(x — 2)? (y+1)2_1
16 4
y—x+8=0

Para resolver el sistema despejamos la variable y de la ecuaciéon de larectalLi: y=x—8
ahora reemplazamos en la ecuacion de la hipérbola para hallar las soluciones del sistema:

(x-2? (x-8+1)?

1
16 4
(x — 2)? (96—7)2_1
16 4

x2 4x 4 x%* 14x 49

4+ —_1=0

16 16 16 4 4 4
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S+ 13-
167 "4 -

Las soluciones aproximadas de la ecuacion cuadratica son: x; = 6.26 'y x, = 11.07. Por lo
tanto, la recta L: es secante a la cénica. Evaluamos las ordenadas de los puntos de
interseccion:

Six; = 6.26, entonces y; = —1.7 por lo tanto un punto de interseccion es:
P,(6.26; —1.74)
Six, = 11.07, entonces y, = 3.07 por lo tanto un punto de interseccion es:
P,(11.07; 3.07).

Ahora procedemos de igual modo para calcular los puntos de interseccion de la hipérbola
con larecta Lz2: 2y — x + 4 = 0. Resolvemos el sistema de ecuaciones:

(x—2)* (y+1)? _q
16 4
2y —x+4=0

Para resolver el sistema despejamos la variable y de la ecuacion de larecta Lz2: y = g -2

y reemplazamos en la ecuacion de la hipérbola para hallar las soluciones del sistema:

c-22 (-1

16 z !

x2 4x 4  x? 1x

6 16716 1674 7170
7

_ZZO

Hemos obtenido un absurdo y esto nos indica que no existen puntos de interseccion
entre larecta L2 y la conica.

P, (6.26,-174)

Figura 3.87. Representacion gréafica del Ejercicio 92.b. [GeoGebra]
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93.

a) A partir de la ecuacion general de la hipérbola, asociamos términos de iguales variables:
(9x% —18x) + (—4y? - 16y)+ 29 = 0

Extraemos como factor comun el coeficiente principal de cada binomio:

9(x%2 —2x) —4(y? +4y)+ 29 = 0

Completamos cuadrados dentro de cada paréntesis:

9(x2 —2x+1—-1)—4(y*+ 4y+4—-4)+ 29=0

Aplicamos propiedad distributiva del producto respecto la sumay asociamos los términos
independientes:

9(x? —2x+1)—9—4(y? +4y+4)+16+ 29 = 0

9x —1)2—4(y+2)2+36 =0

Expresamos cada trinomio cuadrado perfecto como su binomio correspondiente:

9(x —1)2 —4(y+2)? =-36

Dividimos toda la expresion por el término independiente y obtenemos la ecuacién

—1)2 2
o1 ey

A partir de la ecuacion de cartesiana de la elipse, sabemos que a = 3y b = 2, sabiendo que

cartesiana de la conica: —

c? = b? + a? determinamos el valor de c:
c=vV9+4=+13

2
Luego calculamos la longitud del lado recto como |LR| = %, es decir: |LR| = 2; = g

Para determinar las asintotas sabemos que la pendiente de ellas sera + %, es decir + % como
ambas pasan por el centro de la hipérbola C(1, —2) podemos determinar sus ecuaciones:
Li:y+2=3/2(x—1)

Lyyy+2=-3/2(x—1)

Determinamos los elementos de la cénica indicados en la Tabla 3.12.:

Centro C(1,-2)

Eje focal Coincidente con el eje y

Focos Fi(1,-2 ++13) Fy(1,-2 - V13)

Vértices V,(1,1) V,(1,—5) Va(—1,-2) V,(3,-2)

Lado recto [LR| = 8/3

E:;:i‘:;i del A(;_z +VA3) | A'(=1/3,-2 +13) B(; —2—V13) B’(—%, —2—V13)
Asintotas y+2=3/2(x—-1)

y+2=-3/2(x—-1)

Tabla 3.12. Elementos de la conica del Ejercicio 93.
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b) Determinaremos los puntos dénde la hipérbola interseca el eje y, tomando a x = 0:
—4y2—16y+ 29 = 0

Las soluciones aproximadas de la ecuacion cuadratica son: y; ~ =535 y y, = 1.35.
Entonces los puntos de interseccion son: P;(0,—5.35) y P,(0,1.35). Para determinar las
rectas tangentes a la cénica en P; y P,, derivamos implicitamente la ecuacién de la
hipérbola y calculamos las pendientes de las rectas tangentes en dichos puntos:
18x - 18 -8y y'—16y' =0

—18x + 18

—8y — 16

En el punto P;(0,—5.35) obtenemos que y' = :—3, por lo tanto la ecuacion de la recta

y =

tangente a la hipérbolaen P, esT;:y = :—jx —5.35. En el punto P,(0,1.35) obtenemos
quey’ = —g, por lo tanto la ecuacién de la recta tangente a la hipérbola en dicho punto

es Tz:y=2x+1.35 . Conociendo las pendientes de las rectas tangentes podemos

determinar vectores directores de ambas rectas d; = (67,45) y d, = (—67,45)
correspondientes a las rectas T, y T, respectivamente. Ahora determinamos el angulo
comprendido entre ellas:

g _G1ds
O T N Ndy
(67,45).(—67,45) —4489 + 2025 2464
- 6514 - 6514 = T 6514
0 ~112.29°
c)

=112.29°

Figura 3.88. Representacion grafica del Ejercicio 93. [GeoGebra]
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94.

Siguiendo el analisis desarrollado en la seccién Ecuaciones paramétricas de la hipérbola,
del Libro Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias, tenemos:

{y x =21g(9) conf € (—E E) U (E 3”).

=1+ 5sec (0) 2’2 2’ 2
Verificamos:
-1 x?
% —5 = sec?6 — tg?0
-1 x* 1 sen?6
52 22 cos?0 cos?0
-1)2 x*
T Tl
95.

Consideramos que los vértices dados son los vértices reales, entonces determinamos el
semieje real de las hipérbolas como la semidistancia entre los vértices:

oV, = (1,1)

ov, = (1,5)
ViVl oV, — OV4]|

El centro de las hipérbolas se encuentra en el punto medio entre V1(1,1) y V2(1,5), entonces
es C(1,3), ademas el eje focal es paralelo al eje y.
A partir de la relacién pitagoérica (c? = b? + a?), tenemos que c? — 4 = b2. Por lo tanto la
familia de hipérbolas queda expresada por la siguiente ecuacion:
-3 (x-1)°

F  o—a Lo

c>2

=3

Figura 3.89. Representacion gréfica del Ejercicio 94. [GeoGebra]
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3.9. SUPERFICIES

96.
a) La superficie esférica buscada responde a la siguiente ecuacion cartesiana:
(x—h)?+@—k)32+@Ez-D?=r? [96.1]

Las coordenadas del centro C(3, O, 4), permiten obtener los valores h=3, k=0, [=4, los
cuales se reemplazan en la ecuacion [96.1] para obtener:

(x=3)2+(@y—-0>2+(z—-4)>*=1r? [96.2]

El radio de la superficie esférica debe ser hallado a partir de la utilizacién de un punto
conocido de la misma. En este caso, a partir de la lectura de los datos del problema
sabemos que el origen de coordenadas es un punto de la superficie buscada, por lo cual
sus coordenadas deben satisfacer la ecuacion [96.2].

(0-3)2+(0—-0)2+(0—4)2 =72 [96.3]
9416 =12 [96.4]
r=5 [96.5]
Con lo cual la superficie esférica buscada responde a la siguiente ecuacion:
(x=3)2+y2+(z—4)*=25 [96.6]

b) En primer lugar, verificamos que el punto Q pertenezca a la esfera, sustituyendo
sus coordenadas en la ecuacion [96.6]:

(8-3)2+02+(@—-4)?%*=25

El plano tangente a una esfera en un punto de la misma, tal como el punto Q, posee un
vector normal cuya direccién coincide con la direccién de un vector con origen en el centro

de la esferay extremo en el punto de tangencia. Por esto, para el punto de tangencia dado
Q(8, 0, 4), tendremos:

n,=CQ=(8-30-04—4)=(500) [96.7]

A partir de dicho vector normal, es posible escribir la ecuacién general del plano buscado
y reemplazar luego el punto conocido, que en este caso coincide con el punto de tangencia,
a los efectos de hallar el coeficiente D. Es decir:

Ax + By + Cz+ D = 0 queda: 5x+D =0 [96.8]
584+ D=0 [96.9]
D =—40 [96.10]
Con lo cual la ecuacién del plano tangente buscado es:

x—8=0 [96.11]
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La Figura 3.90 muestra dos vistas de la representacion gréfica de la superficie esférica y
del plano tangente hallados.

Figura 3.90. Superficie esférica y plano tangente

97.

a) Obtenemos la interseccion entre ambas superficies (superficie esférica y plano),
analizando la solucion del sistema de ecuaciones que comprende las ecuaciones de ambos
lugares geométricos:

{ﬁ+qﬂ+z2=4 [97.1]
x+z—-2=0

Despejamos la variable z de la segunda ecuacion, z = —x + 2 , y reemplazamos dicha
expresion en la primera ecuacion:

x2+y?+(—x+2)>=4 [97.2]
X2 +y?+x?—4x+4=4 [97.3]
2x2+y2—4x =0 [97.4]
Llevamos la ecuacién a la forma cartesiana para identificar sus elementos:

22 =2x+1—-1D+y?*=0 [97.5]
26— 1)?=2+y%2=0 [97.6]
2(x — 1) +y2 =2 [97.7]
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-1 +L=1 [97.8]

Observamos que la expresién corresponde a un cilindro eliptico cuya interseccién con el
plano dado es la misma curva de interseccion entre la esferay el plano. Las coordenadas
en x e y del centro (h y k) de dicha curva se obtienen por observacion de la ecuacion: h=1
y k=0. Teniendo en cuenta que la curva interseccion buscada esta contenida en el plano
x +z—2 =0,la coordenada en z del centro (I) se obtiene de la expresion z = —x + 2,
dando a la variable x el valor h = 1. Las coordenadas del centro son: C(1,0,1).

Ahora podemos parametrizar a la curva solucién, obteniendo expresiones para x, y y z en
funcion de un pardmetro. Para las variables x e y, utilizamos la parametrizacion ya
estudiada en términos del parametro 6. Para parametrizar la componente en z, usamos la
expresion z = —x + 2, ya que la curva esté contenida en dicho plano. En esta expresion
para la variable z reemplazamos la expresion parametrizada de x. Es decir:

x = cosO +1
y = \2sen@ ; B€[0,2m) [97.9]
z=1-—cos@

Por ultimo, llevamos las ecuaciones cartesianas paramétricas a la forma vectorial
paramétrica:

(x,y,z) = (cos@ +1 ,v2send,1— cos@) ; 0€[0,2m) [97.10]

(x,y,z) = (1,0,1) + (cos8 ,v2send ,— cos@ ) ;Oe[0,2m) [97.11]

La Figura 97.1 muestra la superficie esférica y el plano analizados, junto con el lugar
geométrico formado por la interseccion de ambos.

Figura 3.91. Lugar geométrico obtenido como interseccion de la superficie esférica y el plano dados.

Identificacién del lugar geométrico resultante:
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Calculamos el médulo del vector que va del centro de la curva a un punto cualquiera de

la misma: siendo €(1,0,1) y P(cos8 + 1,v2senf, —cos@ + 1) ;con 6¢[0,2m), resulta:
ICPI? = (cos6 +1 — 1) + ((V2sens)") + (—cos + 1 — 1)? = 2 [97.12]

La distancia del centro a cualquier punto de la curva es constante, por lo tanto se trata de

una circunferencia de centro €(1,0,1) y radio v2.

b) Existen infinitas superficies cilindricas que intersecan al casquete esférico en la
curva encontrada. Sin embargo, podemos encontrar sin dificultad un cilindro eliptico

recto, paralelo al eje z, cuya ecuacion esta dada por:

-2+ =1 [97.13]

En esta ecuacion, la variable z es libre, por lo tanto, la superficie es paralela al eje z. La
Figura 97.2 muestra el cilindro mencionado.

x-1y2+y2/2=1

Figura 3.92. Cilindro eliptico recto hallado. [GeoGebra]

Observacion:

La diferencia que existe entre la ecuacion del cilindro eliptico y la ecuacién de la curva, es
que para la segunda tenemos la restriccion z = —x + 2. Es decir, la expresion para la curva
es:

y: _
{(x —1)2+L =1 [97.14]
z=—x+2
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c) La proyeccion de la curva sobre el plano xy, resulta de la interseccion del cilindro
eliptico recto con dicho plano z=0. Es decir:

2, Y _
{(" -Df+T =1 [97.15]
z=0
La ecuacion vectorial paramétrica es:
(x,v,2) = (1,0,0) + (cos@ ,\/2send ,0) ;He[0,21) [97.16]

La Figura 3.93 muestra detalles de las superficies y curvas analizadas.

X2+y?+72=4

Figura 3.93. Curva interseccion entre la superficie esférica y el plano dado. Proyeccién de dicha curva
sobre el plano xy. [GeoGebra]

Para una mejor visualizacion de la curva proyectada, la Figura 3.94, muestra el problema
estudiado ocultando la superficie esférica.

(x-1y2+y2/2=1

Figura 3.94. Detalle del cilindro eliptico recto hallado y su interseccién con el plano dado, junto con la
curva proyeccidn sobre el plano xy. [GeoGebra]
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98.

A partir de los datos del problema es posible escribir la ecuacién de la curva directriz de la
superficie conica:
D{gyz +4z% =36 [981]
' x=0
Considerando el vértice (12, 0, 0), y un punto P’ ubicado por definicion en la interseccién

de la generatriz y la directriz, las ecuaciones simétricas de la recta generatriz responden a
la siguiente expresion:

x-12 _y _z [98.2]

x'=12  yr oz

El punto P’ debe satisfacer la ecuacién [98.1] de la directriz, por lo cual tendremos:

D {9)1'2 +427'% =36 [98.3]
' x'=0
Sustituyendo la segunda ecuacién [98.3] (x'=0) en la ecuacién [98.2] se obtiene:
x—12_l_£ [98.4]
-12  y'  Z
A partir de la expresion [98.4] es posible obtener dos expresiones paray’y z’:
, . —12y [98.5]
Y T Yo 12
e [98.6]
Cx—12
Sustituyendo las ecuaciones [98.5] y [98.6] en la ecuacion [98.3], se obtiene:
—12y\? —122\* [98.7]
9(x—12> +4<x—12) =36
Desarrollando esta expresion, se obtiene la ecuacién general de la superficie buscada:
1296y? + 5762z% = 36(x — 12)? = 36x% — 864x + 5184 [98.8]
36x% — 1296y2 — 5762% — 864x + 5184 = 0 [98.9]
x? —36y% —162z% — 24x + 144 = 0 [98.10]

El eje de una superficie conica es la recta que pasa por el centro de la curva directriz y el
vértice de la superficie. En la ecuacion [98.10] no figuran términos de producto cruzado
ya que la superficie tiene por eje al eje x, es decir la superficie no esta rotada respecto de
los ejes coordenados. La ecuacion de la superficie conica, contiene un término lineal en x
asociado a la posicion del vértice de la misma, que en este caso no coincide con el origen
de coordenadas.
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La Figura 3.95 (a), muestra un grafico cualitativo de la superficie conica hallada, mientras
gue la Figura 3.95 (b), una representacion computacional desarrollada a partir del uso del
programa Geogebra.

(a) (b)

Figura 3.95. (a) Representacion cualitativa y (b) computacional de la superficie cénica hallada.

99.

A partir de los datos del problema, es posible escribir la ecuacion de la curva directriz de
la superficie cilindrica:

D-{(x -1)?+(z-1%=16 [99.1]
: y =0
Considerando el vector v=(2, 1, 3), y un punto P’ ubicado en la intersecciéon de la recta
generatriz y la curva directriz, las ecuaciones simétricas de la recta generatriz resultan:

x—x y-y z-7 [99.2]
2 1 3
El punto P’ debe satisfacer la ecuacién de la directriz, por lo cual tendremos:
D {(x’ -1+ —-1)?%=16 [99.3]
: Y =0
Sustituyendo la segunda ecuacién [99.3] (y' = 0) en [99.2] se obtiene:
x—x 'y z—7 [99.4]
2 1 3
A partir de la expresion [99.4] es posible obtener dos expresiones parax’y z’:
x'=x—-2y [99.5]
z'=z-3y [99.6]

Sustituyendo [99.5] y [99.6] en la ecuacion [99.3], se obtiene:
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(x—2y—1%*+(@=z-3y—-1)2=16 [99.7]
Desarrollando adecuadamente la expresion [99.7] se obtiene la ecuacion general de la
superficie buscada:

x2+4y? +1—4xy—2x+4y+2z°+9y°+1—6yz—2z2+6y—16=0 [99.8]

x2+13y%2 4+ 22 —4xy —6yz—2x+ 10y — 2z — 14 =0 [99.9]
La presencia de los términos rectangulares (-4xy; -6yz) se debe a que la superficie esta
rotada respecto de los ejes coordenados.

Esto es asi ya que el vector v paralelo a las generatrices, no es paralelo a ninguno de los
ejes coordenados.

La presencia de términos lineales esta asociada al desplazamiento del centro de la curva
directriz respecto del origen de coordenadas.

La Figura 3.96 (a) muestra un gréafico cualitativo de la superficie y la Figura 3.96 (b) una
representacion computacional a partir del uso del programa Geogebra.

(a) (b)

Figura 3.96. (a) Representacion cualitativa y (b) computacional de la superficie conica hallada.

100.

A partir de la lectura del problema, es posible interpretar que la cubierta del estadio
constituye una superficie de revolucion. En primer lugar, es necesario definir la ecuacion
de la curva generatriz de la superficie. Para ello se selecciona un sistema de referencia
cartesiano tridimensional ubicado de tal manera que el eje z constituya el eje de revolucién
de la misma.

En dichas condiciones, la ecuacion de la generatriz parabolica tendra la forma:
y2 =2p(z—1); y€][-50,50] [100.1]

Siendo en este caso: [=40m la altura en el centro del estadio.
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y? = 2p(z — 40); y € [-50,50] [100.2]

A los efectos de hallar el valor del parametro geométrico de la generatriz, reemplazamos
en la ecuacién [100.2], las coordenadas de un punto conocido, por ejemplo Q(0, 50, 0).

502 = 2p(0 — 40) [100.3]
p = —31,25 [100.4]
Con lo cual la ecuacién de la curva generatriz resulta:
{yz = —62.50(z — 40); y € [-50,50] [100.5]
x=0

A los efectos de hallar la superficie de revolucion definida por la generatriz parabdlica
halladay el eje de revolucion z, es necesario realizar el reemplazo de la variable y (variable
gue no corresponde al eje de revolucién ni a la variable nula en la ecuacion de la

generatriz), por la expresion: \/x2 + y2.
De esta manera, reemplazando y luego desarrollando la expresion hallada:

(Vx2 +y2)? = —62.50(z — 40) [100.6]
x% +y? + 62.52 — 2500 = 0 [100.7]
x2 y? [100.8]
625 Toz5 ¢~ 40)

Las ecuaciones [100.7] y [100.8] corresponden a la ecuacién general y cartesiana
respectivamente de un paraboloide eliptico de revolucion, con vértice no coincidente con
el origen de coordenadas y cuyo eje de revolucion es el gje z.

La Figura 3.97 muestra una representacion de la superficie de revolucion hallada.

Figura 3.97. Superficie de revolucion. Cubierta del Estadio. [GeoGebra]

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 184



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

101.

a) Analizaremos en primer lugar indicando el procedimiento completo para el caso i) y
luego plantearemos las soluciones para todos los casos del ejercicio 101 en una Tabla.

Caso 1) paraboloide hiperbdlico dado por la ecuacion x2 — y2 — 6z = 0.

1°) Intersecciones con los ejes

o Interseccion con el eje x (y=z=0)

y=0

{xz—y2—62=0 ->x=0
z=0

La interseccion con el eje x es el origen 0(0,0,0)

o Interseccién con el eje y (x=2z=0)
x2—y?2—6z=0 -5y=0
x=0
z=0

La interseccion con el eje y es el origen 0(0,0,0)
. Interseccion con el eje z (y=x=0)
x2—y2—6z=0 -5z=0

x=20
y=0

La interseccion con el eje z es el origen 0O(0,0,0)

2°) Trazas

e Trazaenelplanoxy (z=0):
{xz —y2—6z=0
z=0
La traza en el plano xy es un par de rectas.
e Trazaen el plano xz (y = 0):
{xz —y2—6z=0
y=0

=S x2-y’=0=x’=y’>y=4x=

= x2—6z=0= x2=6z=

{

x% =6z
y=0

[101.1]

[101.2]

[101.3]

[101.4]

[101.5]

La traza en el plano xz es una parabola con vértice en el origen, eje focal sobre el eje z y el

parametro p > 0.
e Trazaen el planoyz (x = 0):

{xz—y2—6z=0
x=0

2 — _
= —y’—6z=0= y2=—6z=>{y = —67

x=0

[101.6]

La traza en el plano yz es una parabola con vértice en el origen, eje focal sobre el eje zy el

parametro p < 0.
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39) Interseccién con planos paralelos a los coordenados

¢ Interseccion con planos paralelos al plano xy (z = k):
2 _v2_ g, = 2 _ 42 —
{x y:P—6z=0_ ,» —y? = 6k = {x y* =6k [101.7]
z=k z=k

Para analizar la ecuacion resultante, debemos tener en cuenta que el miembro de la
derecha de la igualdad puede ser positivo, negativo o nulo, segn cémo varia el parametro
k.
- Si k > 0 obtenemos la ecuacién de una familia de hipérbolas (contenidas en distintos
planos, segun z = k), todas centradas respecto del eje z y con eje focal paralelo al eje x.

- Si k < 0 obtenemos la ecuacién de una familia de hipérbolas (contenidas en distintos
planos, segun z = k), todas centradas respecto del eje z y con eje focal paralelo al eje y.

- Si k=0 es el caso analizado en la traza del plano xy.
- La Figura 3.98 muestra los lugares geométricos mencionados.

Seccién con
planos paralelos
al xycon k>0

Seccién con
planos paralelos
al xy con k<0

Figura 3.98. [GeoGebra]

¢ Interseccion con planos paralelos al plano yz (x = k):

2_ 2 _ 6, — k? 101.8
{x y :Z_O=> k2—y2=6z=>y2=—6z+k2=>y2=—6(z—€) [ ]
X =

Las secciones con planos paralelos al plano yz es una familia de parabolas con eje focal
paralelo al eje z y el pardmetro geométrico p negativo, independientemente del valor que

tome k € R. El vértice de cada parabola esta dado por (0,0, ’;—2). La Figura 3.99 muestra la
familia de parébolas descripta.
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Figura 3.99. [GeoGebra]

¢ Interseccion con planos paralelos al plano xz (y = k):

2 _ 2 g, — k? 101.9
{x };_:Z 0 xz—k2=6z=>x2=6z+k2=x2=6(z+?) [ ]

Las secciones con planos paralelos al plano xz es una familia de parabolas con eje focal
paralelo al eje z y el parametro geométrico p es positivo, independientemente del valor

gue tome k € R. El vértice de cada parabola esta dado por (0,0,— %). La Figura 3.100
muestra la familia de parabolas descripta.

Figura 3.100. [GeoGebra]

c) Anélisis de simetria para la superficie en estudio: x2 —y2 - 6z=0
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Simetria con respecto a los ejes

Simetria con respecto a los planos

Simetria con respecto al origen de

coordenados. coordenados. coordenadas.
. No (ya que al sustl.liulr Plano .
Ejex z por —z la ecuacion Si
. Xz
cambia)
No (ya que al sustituir No (ya que al sustituir
. iy Plano , >
Ejey z por —z la ecuaciéon 7 Si 0(0,0,0) | z por —z la ecuacion
cambia) Yy cambia)
. . Plano No (ya que al sustituir
Ejez Si - z por —z la ecuaciéon

cambia)

Tabla 3.12. Andlisis de las superficies del Ejercicio 101.

La superficie es un paraboloide hiperbodlico. Es una superficie cuadrica sin centro de
simetria, tal como puede observarse en la Figura 3.101.

Figura 3.101. Paraboloide hiperbélico analizado. [GeoGebra]

A continuacion, en la siguiente Tabla 3.13 se sintetizan las intersecciones con los ejes
coordenados, con los planos coordenados y con planos paralelos a los planos coordenados
correspondientes a los casos 1), i) y iii):

Interseccion - L
Ecuacion con los ejes Interseccion con los planos Interseccion con planos paralelos a
- . coordenados. Trazas los planos coordenados
x> —-6z=0 x% — 6z = k?
X x=0 Xz ) y=k . i
parabola familia de parabolas
-y2—6z=0 2+ 6z=k"
1 Y y=0 yz 4 i x=k y i
parabola familia de parébolas
2 2 2 2
x*—y-=0 x“ —y- =6k
z z=0 xy Y z=k . 4 L
dos rectas familia de hipérbolas
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Interseccion ., .,
Ecuacion con los ejes Interseccion con los planos Interseccion con planos paralelos a
coordenados. Trazas los planos coordenados
coordenados.
x An  |xz | —49x? +25y% —1225=0 | x=k = —49y? + 2522 = 1225 + 49k?
hipérbola familia de hipérbolas
y an yz —49y? + 252> — 1225 =0 | y=k | —49x% + 252% = 1225 + 49k?
il hipérbola familia de hipérbolas
z | z=47 |xy | —49x®>—49y?> —1225=0 | z=k @ —49x* — 49y? = 1225 — 25k?
No existe interseccion familia de elipses
k € (—0,=7] U [7,0)

., Intersecc!on Interseccion con los planos Interseccion con planos paralelos a
SELEBE ST G2 EflES coordenados. Trazas los planos coordenados
coordenados. ’ P
2 2
+9z° =72k
2-8x=0 S St =
X x=0 Xz arabola x=k familia de elipses
P k>0
y>+9z>=0
1 g . . | ) . K 36z% — 288x = —4k?
y y= Yy punto en el origen de | Y familia de parabolas
coordenadas
2_72x=0 4y* — 288x = —36k?
z z=0 xy y , ;i z=k Yo~ 80K ,
paréabola familia de parabolas

Tabla 3.13. Intersecciones con los ejes coordenados, con los planos coordenados y con planos paralelos a
los planos coordenados, de las superficies del Ejercicio 101.

A los efectos de analizar la simetria de las superficies dadas, es necesario evaluar si las
ecuaciones de las mismas se modifican o no al reemplazar una variable con respecto a la
misma cambiada de signo. El cuadro siguiente muestra los reemplazos posibles:

. . Reemplazo de variables
Simetria respecto a: -
Variable Se reemplaza por:
Eje x y Y
VA -Z
Ejes coordenados Ejey )ZC :JZC
Eje z X X
Y Y
Plano xy z -Z
Planos coordenados Plano xz y -y
Plano yz x -X
X =X
Origen de coordenadas O y -y
VA -Z

Tabla 3.14. Estudio de la simetria.

Se procede a reemplazar cada uno de los casos indicados en la Tabla anterior, en las
expresiones de las ecuaciones dadas. Si no hay variacién, significa que existe simetriay en
caso contrario, no existe la simetria considerada. La Tabla 3.15 resume el analisis.
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Ecuacion Simetria con Simetria con respecto a Smipie con respecto
superficie MEEIEEID & 198 Efjzs los planos coordenados. el arilgen o
coordenados. coordenadas.
Ejex No Plano xz Si
1 Ejey No Plano yz Si 0O(o, 0, 0) No
Ejez St Plano xy No
Ejex Si Plano xz Si
il Ejey Si Plano yz Si 0O(o, 0, 0) Si
Ejez Si Plano xy Si
Ejex Si Plano xz Si
1l Ejey No Plano yz No 0O(o, 0, 0) No
Ejez No Plano xy Si

Tabla 3.15. Estudio de la simetria en las ecuaciones del Ejercicio 101.

A partir del analisis realizado, las superficies dadas corresponden a:
Superficie cuadrica sin centro.
Superficie cuadrica con centro.
Superficie cuadrica sin centro

i) Paraboloide hiperbdlico.
i) Hiperboloide de dos hojas.
iii)  Paraboloide eliptico.

Las Figuras 3.102, 3.103 y 3.104, muestran las graficas de las superficies estudiadas.

Figura 3.102. Paraboloide hiperbdlico Figura 3.103. Hiperboloide de dos hojas

20

Figura 3.104. Paraboloide eliptico
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102.

Se plantea en cada caso la interseccién correspondiente a los efectos de hallar las
ecuaciones vectoriales paramétricas solicitadas:

)
{—25x2 — 25y% +16z2+ 400 =0 [102.1]
z=10
Resolviendo el sistema planteado, se obtiene:
—25x% — 25y% 4+ 16.(10)% + 400 = 0 [102.2]
—25x% — 25y% + 2000 =0 [102.3]
x? +y% = 80 [102.4]

Observamos que la interseccion en este caso es una circunferencia de radio V80, en el
plano z=10, con centro C(0,0,10). Parametrizamos la circunferencia y obtenemos las
siguientes ecuaciones cartesianas paramétricas:

x = V80cos6
y = 80sens 0 € (0,27] [102.5]
z=10

Con lo cual la ecuacién vectorial paramétrica resulta:
(x,y,7z) = (V80cos#,V80send, 10); 6 € (0,27] [102.6]

La representacion gréfica del problema esta dada por la Figura 3.105.

Figura 3.105.

i1)
{—25x2 —25y% + 1622 + 400 = 0 [102.7]
x+z=0
Resolviendo el sistema planteado, se obtiene:
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zZ=-X [102.8]
—25x% — 25y% + 16.(—x)? + 400 = 0 [102.9]
—25x2 — 25y2 + 16x2 + 400 = 0 [102.10]
—9x% — 25y2 + 400 =0 [102.11]
LA

49& 16 [102.12]

El lugar geométrico hallado es una elipse. Las coordenadas x e y de los puntos de dicha
elipse estaran dados por la ecuacion [102.11] o [102.12]. Por ello parametrizamos la
ecuacioén del lugar geométrico generado por la interseccion de la superficie y el plano de
la siguiente manera:

20
x = ?cose
102.13
y =4senl; 6 € (0,2m] [ ]
zZ=—X
Con lo cual la ecuacién vectorial paramétrica resulta:
[102.14]

20 20
(x,y,z) = (? cos8,4 send, —?cose); 0 € (0,2r]

La representacion gréafica del problema resulta dada por la Figura 3.106.

Figura 3.106. [GeoGebra]
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103.

x = 5sena cosf
a)r(a,p) = (5sena cosf, 5sena senf3, 5cosa) - y = Ssena senf
z = 5cosa

0<a<sm;0<p<2nm
Elevando al cuadrado, sumando miembro a miembro y operando algebraicamente las 3
expresiones cartesianas parametricas, se obtiene:

x% + y? + z? = 25sen’a cos?B + 25sen’a sen?p + 25cos’a [103.1]
x% + y? + z? = 25sen’a (cos?f + sen?B) + 25cos’a [103.2]
x% + y? + z? = 25sen’a + 25co0s%a [103.3]
x2+y2+22=25 [103.4]

La expresion obtenida corresponde a la ecuacion cartesiana de una esfera con centro en
el origen de coordenadas y radio 5.
x = 4 cosa senfs
b) r(a,B) = (4 cosa senf ,6 sena senf ,3 cosf) - {y = 6 sena senff  a €[0,2n] ; B €
z =3 cosf
[0, ]
Reordenando, elevando al cuadrado, sumando miembro a miembro y operando
algebraicamente las 3 expresiones cartesianas parameétricas, se obtiene:

G) + @) +(©) = costasentp + senta sen?p + cos’p [103.5]
(2)2 + (%)2 + @2 — sen2B(cosa + sen?a) + cos?B [103.6]
E) +E) +(©) =sentp +cos?s [103.7]
§+§+§:1 [103.8]

La expresidon obtenida corresponde a la ecuacion cartesiana de un elipsoide con centro en
el origen de coordenadas.

x = 5cosa chf
c)r(a,B) = (5cosa chp ,2 sena chf ,7 shB) - {y = 2 sena chf
z =7shf

0<a<?22m ; —0o<f <™

Reordenando las tres expresiones cartesianas parameétricas de forma tal de dejar en el
segundo miembro las funciones trigonométricas, elevando luego al cuadrado cada una de
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ellas, sumando miembro a miembro la primeray segunda y restando miembro a miembro
la tercera, se obtiene:

(g)2 + (g)2 _ (;)2 — cos?a ch?B + sen?a ch?f — sh?B [103.9]
(g)2 + (%)2 - (;)2 = ch?B(cos?a + sena) — sh2f [103.10]
CRCE - s
gﬁ;_Z_g _1 [103.12]

La expresion obtenida corresponde a la ecuacion cartesiana de un hiperboloide de una
hoja con centro en el origen de coordenadas.

104.

Las aplicaciones de las superficies cuadricas en el campo practico son numerosas y de
variada indole. Citamos a continuacién algunos ejemplos ilustrativos.

Arquitectura: Las superficies cuadricas configuran las envolventes de multiples edificios
en alturay configuran la geometria de cubiertas de techos de variadas caracteristicas.

Ingenieria Civil: Grandes estructuras de hormigén armado, acero o madera. Torres de
enfriamiento de Centrales Nucleares. Estructuras resistentes de depdésitos y reservorios de
fluidos y materiales granulares.

Arte: Esculturas geométricas. Combinacion de formas a partir de superficies definidas.
Desarrollo de patrones geométricos.

Realidad Virtual. Generacion de escenarios virtuales a partir de un uso intensivo de
geometrias basadas en superficies geométricas. Aplicacion a video juegos.

Desarrollo de vehiculos terrestres, aéreos y acuaticos. Generacion de superficies
geomeétricas de alto desempenfio fluidodinamico.

105.

a) Para encontrar las coordenadas del centro y del radio, debemos llevar la ecuacién
de la superficie a la forma (x — h)? + (y — k)? + (z — 1)?> = r2. Para ello, agrupamos los
términos segun las variables x,y,z y completamos cuadrados:

(2 +2x+1-D+@?+4y+4—-4)+(2°-62z2+9-9)—-2=0 [105.1]
(x+1D?+@+2)2?+z-3)?%=16 [105.2]

De la ecuacion obtenida se deduce que el centro es C(-1,-2,3) y el radio r=4
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b) Si el punto A es un punto perteneciente a la esfera, el vector normal del plano
tangente serd un vector paralelo al vector CA. Verificamos entonces que el punto A sea un
punto de la esfera reemplazando sus coordenadas en la ecuacion, y verificando que se
cumpla la igualdad:

(V3-1+1) +(1+2)2+(1-3)2=3+32+(-2)?=3+9+4 =16 [105.3]

Dado que el punto A pertenece a la esfera, obtenemos el vector normal al plano tangente
como:

n=kCA [105.4]

Por simplicidad, tomamos k=1, entonces:

n=CA=04-0C=(V3-111)-(-1,-23) = (v/3,3,-2) [105.5]
Escribimos la ecuacion del plano con vector normal n y que pasa por el punto A:

m: n-AP =0 [105.6]
(v3,3,-2)- (x—V3+1,y—1,2-1)=0 [105.7]
m V3x+3y—2z—4+V/3=0 [105.8]
106.

b) Obtenemos la interseccion entre ambas superficies (casquete esférico y plano),
analizando la solucion del sistema de ecuaciones que comprende las ecuaciones de ambos
lugares geométricos:
x2+y2+(z—-1)?=9
—-y+z—-3=0 [106.1]
z=0

Despejamos la variable z de la segunda ecuacion,z =y + 3 , y reemplazamos dicha
expresion en la primera ecuacion:

x2+y?+(y+3-1)2=9 [106.2]
x2+y2+(y+2)?2=9 [106.3]
x2+y?+y?+4y+4=9 [106.4]
x2+2y*+4y+4=9 [106.5]

Observamos que la expresion corresponde a un cilindro eliptico recto. Llevamos la
ecuacion a la forma cartesiana para identificar sus elementos:

x2+200%+2y+1-1)+4=9 [106.6]
x2+2(y+1)2-2+4=9 [106.7]
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x2+2(y+1)3?%=7 [106.8]
DT
772 [106.9]
—-y+z—-3=0
z=20

La interseccion del cilindro eliptico con el plano z=0, es una elipse de semiejesa =7 y
b= \/7_/2 en tanto que las coordenadas en x e y del centro (h y k) se obtienen por
observacién de la ecuacion: h=0 ; k= -1y [=0 (por estar en el plano z=0).

Con respecto a la curva interseccion con el plano —y + z — 3 = 0, la coordenada en z del
centro (I) se obtiene de la expresion z = y + 3, dando a la variable y el valor k = —1. Las
coordenadas del centro de la curva de interseccion del cilindro eliptico con el plano dado,
por lo tanto, son: C(0,-1,2).

Ahora podemos parametrizar a la curva solucién, obteniendo expresiones para x, y y z en
funcion de un pardmetro. Como se trata de una elipse en las variables x e y, utilizamos la
parametrizacion ya estudiada en términos del pardmetro 6, para estas dos variables. Para
parametrizar la componente en z, usamos la expresion z = y + 3. En esta expresion, para
la variable z reemplazamos la expresion parametrizada de y. Es decir:

x =V7cos0
y =4/7/2senf — 1 ; 9¢€[0,2m) [106.10]

z =,/7/2senf + 2

Respecto a la restriccion z > 0 dada al inicio, observamos que la variable z en la
parametrizacion obtenida varia entre dos valores positivos: zy,, = 2 ++/7/2 cuando
0=1/2 Y Zpin =2 —+/7/2 = 0.13 paraf=3m/2. Teniendo en cuenta que ambos son

valores positivos, no es necesario restringir el intervalo de variacion del parametro. Es
decir, verificamos que se cumple la condicién z > 0, para 6¢[0,2m)

Por ultimo, llevamos las ecuaciones cartesianas paramétricas a la forma vectorial
paramétrica:

7 7
(x,y,z) = V7cosO ,\/;senﬁ -1 ,j;sene + 2 ]; 0¢[0,2m) [106.11]
O bien:
7 7
(x,y,z) =(0,—-1,2) + (\/7c059 ,j;sene ,\/;sene) ; 0€[0,2m) [106.12]

La Figura 3.107 muestra la representacion gréafica del problema planteado:
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m—y+z—3=0

Figura 3.107. [GeoGebra]

Observacion:

Calculamos el modulo del vector que va del centro de la curva a un punto cualquiera de
la misma:

Siendo €(0,—-1,2)y P(ﬁcos@ ,\/gsene -1, \/gsene + 2) ;con B¢€[0,2m), resulta:

2 2

7 7
ICP||?> = (V7cos8)? + osenf —1+1| +| Csenf+2-2) =7 [106.13]

La distancia del centro a cualquier punto de la curva es constante, por lo tanto se trata de
una circunferencia de centro €( 0,—1,2) y radio V7.
C) Hay infinitas superficies cilindricas que intersecan al casquete esférico en la curva

encontrada. Sin embargo, podemos hallar facilmente un cilindro eliptico recto, paralelo

al eje z, cuya ecuacion esta dada por:
x?  (y+1)?
—+—=1 106.14
7 7/2 [ ]

En esta ecuacion, la variable z es libre, por lo tanto, la superficie es paralela al eje z, tal
como muestra la Figura 3.108.

Observacion:

La diferencia que existe entre la ecuacion del cilindro y la ecuacién de la curva eliptica, es
gue para la segunda tenemos la restriccion z = y + 3. Es decir, la expresion para la curva
eliptica es:

x? N y+1? )
7 7/2 [106.15]
z=y+3
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Figura 3.108. [GeoGebra]

d) Para proyectar la curva sobre el plano xy, basta con anular la componente en z,
entonces:

x? N (y+1? 1
7 7/2 [106.16]
z=0

La ecuacion vectorial paramétrica es:
(x,,2) = (0,—1,0) + (V7cos8,/7/2sen, 0) ; 0¢[0,2m) [106.17]

La Figura 3.109 muestra la curva proyeccion sobre el plano xy, hallada:

Figura 3.109. [GeoGebra]

Para una mejor visualizacion de la curva proyectada, podemos ocultar el casquete esférico,
tal como muestra la Figura 3.110:
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2 2
x_+(y+'1) _
7 7/2

z=0

Figura 3.110. [GeoGebra]

107.

Escribimos la ecuacion vectorial de una recta generatriz: PP" = k v, donde P(x,y,z) es un
punto genéricoy P’(x ",y ",z") es el punto donde la recta generatriz interseca a la directriz.

Escribimos las ecuaciones simétricas de dicha recta generatriz:

x—x y—-y z—-Zz

107.1
1 1 2 [ ]
Como P~ pertenece a la directriz, sus coordenadas satisfacen su ecuacion:
{(y, - 1)2 = 82, [107.2]
x'=0

De las expresiones (107.1) y (107.2), obtenemos las coordenadas de P~ en funcion de las
coordenadas de P

x=y—y - y=y—x [107.3]

z—2z

x = - z'=z—2x [107.4]

Reemplazamos (107.3) y (107.4) en (107.2) para obtener la ecuacion de la superficie
cilindrica:
(y—x—1)? =8(z — 2x) [107.5]

Esta es una ecuacién de segundo grado en tres variables, por lo tanto, corresponde a la
superficie. Desarrollando los términos e igualando a cero la llevamos a la forma general:

x2+y?—2xy+18x—2y—-8z+1=0 [107.6]
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La presencia del término rectangular (-2xy) se debe a que la superficie esta rotada respecto
de los ejes coordenados, ya que el vector v paralelo a las generatrices no es paralelo a
ninguno de los ejes coordenados. La presencia de términos lineales esta asociada al
desplazamiento del vértice de la curva directriz respecto del origen de coordenadas.

Grdafico Cualitativo:

Para la realizacion del grafico cualitativo, tenemos en cuenta qué tipo de curva es la
directriz: se trata de una parébola contenida en el plano yz. Su vértice esta en el punto
(0,1,0), por lo tanto, debe ubicarse sobre el eje y. El pardmetro de la parabola es positivo,
entonces, sus ramas se abren hacia el semieje positivo z. Por otro lado, graficamos el vector
v cuyas componentes son todas positivas. A partir de la directriz trazamos rectas paralelas
al vector v, las cuales representan diferentes posiciones de la generatriz y constituyen a la
superficie (tener en cuenta que so6lo graficamos una porcion de la superficie, pero la misma
es infinita). La Figura 3.111 permite observar el grafico descripto.

»
»

Directriz

Figura 3.111.

108.

Escribimos la ecuacion vectorial paramétrica de una recta generatriz:

VP =kVP keR
donde P(x,y,z) es un punto genéricoy P’(x",y’,z") es el punto donde la recta generatriz
interseca a la directriz.

Escribimos la ecuacién en términos de las componentes de los vectores:

x—-0y—-72z—-0)=k(x"—0,y ' —7,2—0) [108.1]
Escribimos las ecuaciones simétricas:

X -7 z

Z= 3’, =z [108.2]

x y =7 z

Como P~ pertenece a la directriz, sus coordenadas satisfacen su ecuacion:

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 200



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

{(x' -2+ (z-1)*=16 [108.3]

y =0
De las expresiones (108.1) y (108.2), obtenemos las coordenadas de P~ en funcion de las
coordenadas de P.

* YT =X 108.4
—_—=— > = .
x =7 X y—7 [ ]
z y—7 , 7z 108.5
—_—__— =

z =7 z y—17 [108.5]

Reemplazamos las expresiones (108.4) y (108.5) en (108.3) para obtener la ecuacion de la
superficie conica:

[(y—za;) - 2]2 + [(y__727) - 1]2 =16 [108.6]

Esta es una ecuaciéon de segundo grado en tres variables, por lo tanto, corresponde a la
superficie. Desarrollando los términos e igualando a cero la llevamos a la forma general:

49x% — 11y? + 4922 + 28xy + 14yz — 196x + 154y — 98z — 539 = 0 [108.7]

La presencia de los términos rectangulares (28xy; 14yz) se debe a que el eje de la
superficie cOnica esta rotado respecto de los ejes coordenados. Esto es asi, ya que el vector
gue une el centro de la curva directriz con el vértice de la superficie conica no es paralelo
a ninguno de los ejes coordenados. La presencia de términos lineales estd asociada al
desplazamiento del centro de la curva directriz respecto del origen de coordenadas.

Grdfico Cualitativo:

Para la realizacién del gréafico cualitativo, tenemos en cuenta qué tipo de curva es la
directriz: se trata de una circunferencia contenida en el plano xz. Su centro esté en el punto
(2,0,1), por lo tanto, no esta centrada en el origen. El radio de la circunferencia es r=4,
entonces la misma intersectara al eje x y al eje z.

Por otro lado, graficamos el vértice V de la superficie cdnica, que en este caso se ubica
sobre el eje y.

A partir de la directriz trazamos rectas que pasan por el punto V, las cuales representan
diferentes posiciones de la generatriz y constituyen a la superficie (tener en cuenta que
solo graficamos una porcién de la superficie, pero la misma es infinita).

Observamos que el eje de la superficie cénica (recta que pasa por el centro de la curva
directriz y por el vértice de la superficie conica=, no es paralelo a ninguno de los ejes
coordenados.

La Figura 3.112 muestra la representacion realizada.
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Directriz
l\ 4

>y
X
Figura 3.112.

109.
a) Escribimos la ecuacion vectorial de una recta generatriz:

VP =kVP’ [109.1]

x—-0y—0,z—8)=k(x"—0,y'—0,z"—8) [109.2]
Escribimos las ecuaciones simétricas:

x y z-—8

2= 109.3

x y z -8 [ 1

Como P~ pertenece a la directriz, sus coordenadas satisfacen su ecuacion:

{36(x' —4)> +16(y" +6)* = 576 [109.4]
zZ =0 '
De las expresiones (109.3) y (109.4), obtenemos las coordenadas de P~ en funcion de las
coordenadas de P.

X X = [109.5]
X - z—8
y z—38 , —8y
ar: Y =-——3 [109.6]

Reemplazamos (109.5) y (109.6) en (109.4) para obtener la ecuacion de la superficie
conica:

—8x 2 -8 2
36( 5~ 4) +16 (—3;3 + 6) =576 [109.7]

7 —

De acuerdo a la consigna no es necesario desarrollar la dltima expresién. Sin embargo,
podemos anticipar si apareceran o no términos de productos cruzados y términos lineales.
Observamos que el vector que une el centro de la curva directriz con el vértice de la
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superficie conica, no es paralelo a ninguno de los ejes coordenados. De esta manera la
posicion del eje de la superficie cdnica (recta que pasa por el centro de la curva directriz y
por el vértice de la superficie conica) determina que la misma esta girada o rotada respecto
de los ejes coordenados y aparecerdn términos de producto cruzado en su ecuacion
general.

La presencia de términos lineales esta asociada al desplazamiento del vértice de la
superficie conica respecto del origen de coordenadas.

b) Una recta estara contenida en la superficie si es una de las generatrices de la misma. En
ese caso, la recta pasara tanto por el punto V como por algun punto de la curva directriz.
Verificamos si larecta L pasa por el punto V reemplazando sus coordenadas en la ecuacion
de la recta, y comprobando que exista un valor de t que satisfaga simultdneamente las
expresiones para las componentes x, y y z:

x=6+t
L: {y= 0 ; teR [109.8]
z=—4-12t
0=6+t —t=-6
{O=O [109.9]
8=—4-2t->t=-12/2=-6

El valor t = —6 permite obtener las coordenadas de V en la ecuacion de L, por lo tanto, V
es un punto de L.

Verificamos ahora que la recta L tenga interseccion con la directriz. Para ello, verificamos
gue exista solucion para el sistema de ecuaciones que comprende las ecuaciones de Ly la
directriz.

(x =6+t

y=0

z=—4-—2t [109.10]
L36(x —4)2+16(y + 6)2 =576

z=0

De la terceray quinta ecuacién [109.10] obtenemos t = —2. Con dicho valor obtenemos el
punto (4,0,0). Reemplazando en la cuarta ecuacion, tenemos:

36(4 — 4)2 + 16(0 + 6)2 = 576 [109.11]

Es decir que la interseccion entre L y la directriz es el punto (4,0,0). Entonces concluimos
gue la recta L esta contenida en la superficie.

Otra forma de resolucion:

Podemos verificar que el punto Po(6,0,-4) de la recta pertenezca también a la superficie
(es decir que sus coordenadas satisfagan la ecuacion de la superficie). Luego, verificar que
el vector PoV sea paralelo al vector director de la recta. Si se cumplen ambas condiciones,
la recta estara contenida en la superficie.
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Reemplazamos las coordenadas de Po(6,0,-4) en la ecuacion de la superficie, y verificamos
gue se cumple la igualdad:

—8x*6 2 —8x%0 2
36 [(—4 i 8) B 4] +16 [(_4 i 8) + 6] =36+0+16x36 =576 [109.12]

Ahora obtenemos el vector PoV = (0 — 6,0 — 0,8 — (—4)) = (—6,0,12)

Observamos que P,V = —6(1,0,—2), por lo tanto, es paralelo al vector director de L.
Entonces, concluimos que la recta L esté contenida en la superficie.

Otra forma de resolucion:

Verificar que todo punto de la recta L pertenece a la superficie cénica. Para ello, de la
ecuacion vectorial paramétrica, obtenemos las ecuaciones cartesianas parameétricas.
Luego sustituimos las expresiones correspondientes a las variables x, y, z que dependen
del parametrot, en la ecuacion obtenida para la superficie cdnica. Si la recta esta contenida
en la superficie, todos sus puntos deben satisfacer su ecuacion, por lo tanto, debe
verificarse la ecuacion para todo valor del pardmetro ¢, obteniéndose una identidad.

c) El eje de la superficie conica es la recta que pasa por el vértice V'y por el centro de la
curva directriz, que es el punto C(4,-6,0). El vector director de la misma esta dado
por CV = (—4, 6, 8), entonces podemos escribir la ecuacién vectorial paramétrica como:

(x,y,2z) = (4,—6,0) + k(—4,6,8) ;keR [109.13]

Determinamos el angulo entre el eje de la superficie y el plano xy mediante a« = 90° — 9,
siendo 6 el angulo entre VC y el versor k, que es el vector normal al plano xy.
6 ( Cv-k ) ( 8 ) 42° [109.14]
=arcoS\ ——— = | =arcoS \— ) = .
lcvii| k|| V116

o =90°— 0 ~ 48°
[109.15]

e) Grafico Cualitativo:

Para realizar el grafico, tenemos en cuenta que la directriz de la superficie es una elipse en
el plano xy. Llevamos su ecuacién a la forma cartesiana para identificar su centro y su eje
focal.

-9 O0+6°
TR [109.16]

z=0

El centro de la elipse es C(4,-6,0), sus semiejes son a = 6 y b = 4, con eje focal paralelo al
eje y. El vértice de la superficie es el punto V(0,0,8), por lo tanto debe ubicarse sobre el
eje z.

La Figura 3.113 muestra el gréfico de la superficie.
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ZA
L Eie

Directri

Figura 3.113.

110.

a) Como paso inicial, escribimos la ecuacion de la generatriz. En este caso no se aclara si
el eje focal de la elipse es el eje x 0 el z, por lo tanto, hay dos respuestas posibles. En este
desarrollo utilizaremos el eje focal sobre el eje x. Una ecuacion de la curva generatriz es:

x*> 2z

st =1 [110.1]

y=0
Eje de revolucion: eje x
Siguiendo con el procedimiento desarrollado en el libro Geometria Analitica para
Ciencias e Ingenierias [Raichman, Totter], identificamos la variable z (que no se anulaen
la ecuacion de la generatriz y que tampoco se mide en el eje de revolucion) y la
reemplazamos por im en la ecuacion de la generatriz, para obtener la ecuacion de
la superficie de revolucion:

2 2 2
X
¥ v

z
— = 110.2
25 4 4 1 [ ]

b) La Figura 3.114 muestra la representacion grafica del problema planteado.

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 205



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

Figura 3.114. [GeoGebra]

111

a) Dado que el espacio a cubrir es circular, la cubierta serd una superficie de revolucion
con eje de revolucién vertical, es decir el eje z. Elegimos un sistema coordenado cuyo
origen se ubica sobre el centro del espacio circular. Escribimos la ecuacion de la generatriz
a partir de los datos indicados en el problema: es una semielipse contenida en el plano xz,
con eje focal horizontal (sobre eje x), semiejes a=60 y b=30. La misma se encuentra
centrada respecto al origen de coordenadas:

x?  z?
G:lgoz T3z 1, 220 [111.1]
y=0

Agregamos la restriccion z > 0 dado que se trata de una semielipse: la porcion de la elipse
gue queda sobre el plano xy. La variable que no se anula en dicha expresion, y que no se

mide en el eje de revolucién es x, la reemplazamos por +/x2 + y2.
La ecuacién de la cubierta por lo tanto es:

2 2 2

x y z
=1 .2>0 111.2
602 T 602 T 302 Z= [111.2]

La Figura 3.115 muestra la representacion grafica de la superficie.

Figura 3.115.
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b) La ecuacion de un plano horizontal a 10m de altura es z = 10. Obtenemos la
interseccion mediante el sistema de ecuaciones:

x2 y2 ZZ
602 Tz 7302 = 1 [111.3]
z=10
Reemplazando la segunda ecuacion en la primera, tenemos:
x?  y? 102 8
L X 2 _° 111.4
602 * 602 302 9 [ ]
8
xt+y?= 5602 ; x2+y?%=3200 [111.5]

Es decir, tenemos una circunferencia centrada en el eje z, de radio r = 40+/2, contenida en
el plano z = 10. La Figura 3.116 muestra la interseccion analizada.

La ecuacion vectorial paramétrica de dicha curva es:

(x,y,z) = (40\/§c056 ,40v2send , 10) ,0€[0,2m) [111.6]
0 bien:
(x,y,2) = (0,0,10) + (40v2cos6 , 40v2send ,0) , 0¢€[0,2m) [111.7]

Z=10

Figura 3.116. [GeoGebra]

112.

a) Elegimos un sistema coordenado tal que el plano xy coincide con el plano del terreno,
y el eje z se ubica sobre el eje del hiperboloide. La garganta (la parte méas estrecha del
hiperboloide) indica la altura del centro de la superficie, por lo tanto, las coordenadas de
dicho punto son C(0;0;40). Como es un hiperboloide de revolucion, de una hoja, y con eje
sobre el eje z, su ecuacion estara dada por:

x* y? (z—40)*

2 a2 2 1 [112.1]

Para conocer los valores a y c, buscamos puntos de coordenadas conocidas que
pertenezcan a la superficie, reemplazamos sus coordenadas en la ecuacion y despejamos.
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Ubicamos un punto situado sobre la garganta, por ejemplo A(15;0;40), y otro situado en
la base, por ejemplo B(71,2 ;0;0). Debemos tener en cuenta que los datos del problema
indican didmetros (de la garganta y de la base). Como el eje z esta centrado, las
coordenadas en x de los puntos corresponden al radio y no al diametro:

152 0% (40 — 40)2

A(15,040) » —+— > =1 =a?2=15%2 a=15 [112.2]
a a C
B(7L2; 0: 0) L2t 07 (0-40? 40715
. . N p— = e ——————
e 152 ' 152 c2 ¢ T 7122152 [112.3]

~ 743 ¢c=8,6
b) La Figura 112.1 muestra la superficie, cuya ecuacion cartesiana es:

x?  y?  (z—40)?
— =1 :0<z< 112.4
152 T152 862 $ 05260 [1124]

Figura 3.117. [GeoGebra]

113.

a)
Intersecciones con los ejes coordenados:

. Interseccion con el gje x
X2 yZ ZZ
—+—=——-—==1 —->x=415
25 9 36 [113.1]
y=0
z=0

Las intersecciones con el eje x son los puntos A(5,0,0) y B(-5,0,0)
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o Interseccion con el eje y
XZ y2 ZZ
—+t——-5—>=1 ->y=43
25 9 36 [113.2]
x=0
z=0
Las intersecciones con el eje y son los puntos C(0,3,0) y D(0,-3,0)
o Interseccion con el eje z
XZ y2 ZZ
—+———=1 -5z?=-36
25 9 36 1
0 [113.3]
y=0

Sin solucidn. La superficie NO tiene interseccion con el eje z.
Trazas

e Trazaenel planoxy (z =0):

2 2 2

x° oyt oozt 2 2
Et T~ l= 4L o [113.4]
05 257 9

Latraza en el plano xy es una elipse centrada de semiejes a=5 y b=3, con eje focal sobre el
eje x.

e Trazaen el planoxz (y = 0):

2 2
2y 2 e g

2
+_
X _Z _ 113.
25 ‘}9}=36 = 25736 1 [113.5]

Latrazaen el plano xz es una hipérbola centrada de semiejes a=5y b=6, con eje focal sobre
el eje x.
e Trazaen el planoyz (x = 0):
2 2 2
Xy 7
9

5T 9 736 ~3¢=1 [113.6]
x=0

La traza en el plano yz es una hipérbola centrada de semiejes a=3 y b=6, con eje focal
sobre el eje y.

Interseccion con planos paralelos a los coordenados

e Interseccion con planos paralelos al plano xy (z = k):

x? y? z? 2 2 2
—t——-==1 il y_=1 k_ 113.7
{25 o _36 I TS [113.7]
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2 2

X y
+
25(1 + k2/36) = 9(1 + k2/36)
Obtenemos la ecuacion de una familia de elipses (contenidas en distintos planos, segun
z = k), todas centradas respecto del eje z y con eje focal paralelo al eje x. Sus semiejes
crecen proporcionalmente conforme |k| crece.

=1 keR [113.8]

La Figura 3.118 muestra los lugares geométricos obtenidos a partir de la interseccion de
la superficie analizada con planos paralelos al plano xy.

e Interseccion con planos paralelos al plano yz (x = k):

x? y? oz 2 2 2
=1 _ Yz, _k
59w =1 [113.9]

Figura 3.118. [GeoGebra]

Para analizar la ecuacion [113.9] resultante, debemos tener en cuenta que el miembro de
la derecha de la igualdad puede ser positivo, negativo o nulo, segin como varia el
parametro k.

Si |k| < 5: el miembro derecho es positivo, entonces:

yZ ZZ
- =1 |k|<5 113.10
9(1 —k?%/25) 36(1—k?/25) Ikl [ 1
Obtenemos la ecuacion de una familia de hipérbolas (contenidas en distintos planos,
segun x = k), todas centradas respecto al eje x, con eje focal paralelo al eje y. Sus semiejes
decrecen proporcionalmente conforme | k| crece.

Si |k| = 5: el miembro derecho es nulo, entonces:
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2 2
y z 6 6

. =y =—— 113.11
9 36 377 37 [ :

Obtenemos dos rectas contenidas en el plano x = 5 (y otras dos en el plano x = —5)

Si |k| > 5: el miembro derecho es negativo, entonces, si multiplicamos ambos lados de la
igualdad por (-1), tenemos:

yZ ZZ B k2
9 36 25

2 2
y Z
- + =1 |k|>5 113.13

9(k?/25—-1) 36(k?/25-1) K] [ 1
Obtenemos la ecuacion de una familia de hipérbolas (contenidas en distintos planos,
segun x = k), todas centradas respecto al eje x, con eje focal paralelo al eje z. Sus semiejes
crecen proporcionalmente conforme |k| crece. La Figura 3.119 muestra las secciones
halladas por interseccion de la superficie con planos paralelos al plano yz.

[113.12]

Figura 3.119. [GeoGebra]

¢ Interseccion con planos paralelos al plano xz (y = k):
x? y? z? A K2
=T "l =1 113.14
25 3 _ e 25 36 9 [113.14]

Para analizar la ecuacion resultante, debemos tener en cuenta que el miembro de la
derecha de la igualdad puede ser positivo, negativo o nulo, segin cémo varia el parametro
k.

e Si|k| < 3: el miembro derecho es positivo, entonces:
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x? z?

25(1 — k2/9)  36(1— k2/9)

1 |k| <3 [113.15]

Obtenemos la ecuacion de una familia de hipérbolas (contenidas en distintos planos,
segun y = k), todas centradas respecto al eje y, con eje focal paralelo al eje x. Sus semiejes
decrecen proporcionalmente conforme | k| crece.

e Si |k| = 3: el miembro derecho es nulo, entonces:

x%2  z? 6 6
x_z_ 6 . __° 113.16
25 36 ZTgXifT g [ 1

Obtenemos dos rectas contenidas en el plano y = 3 (y otras dos en el plano y = —3)

e Si |k| > 3: el miembro derecho es negativo, entonces, si multipicamos ambos lados de
la igualdad por (-1), tenemos:

x? z? k?
4 _ 113.17
25 + 36 9 1 ! I
x? z?
=1 |k|>3 [113.18]

T25k2/9—1) T 36(kZ/9 —1)

Obtenemos la ecuacion de una familia de hipérbolas (contenidas en distintos planos,
segun y = k), todas centradas respecto al eje y, con eje focal paralelo al eje z. Sus semiejes
crecen proporcionalmente conforme |k| crece.

b) Anélisis de simetria:

Como las tres variables se encuentran elevadas al cuadrado, la ecuacion permanece igual
al cambiar el signo de cualquiera de ellas.

Entonces, la superficie es simétrica respecto a los tres ejes coordenados, a los tres planos
coordenados y respecto al origen.

b) Ver Figuras 3.118 y 3.119.

114.

El eje de una superficie conica es la recta que pasa por el véertice y por el centro de la curva
directriz.

Siendo L: el eje de la superficie 1, y L2 el eje de la superficie 2, obtenemos sus ecuaciones:
Li: El centro de la directriz D1 es el punto C1(10,0,2).

Entonces:
d;,=C€61V1=(10-10,20—-0,2 —2) = (0,20,0) [114.1]
Li: (x,vy,z) = (10,0,2) + t(0,20,0) teR [114.2]
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L2: El centro de la directriz D2 es el punto C2(3,10,0).

Entonces:
di, =C2V2=(3-3,10-10,20-0) = (0,0,20) [114.3]
Li: (x,vy,2z) = (3,10,0) + k(0,0,20) keR [114.4]
Para determinar la posicidn relativa entre ambas rectas, obtenemos el vector:
C1C2 =(3-10,10-0,0—2) = (-7,10,-2) [114.5]
Ahora evaluamos el producto mixto entre los vectores directores y el vector C1C2
0 20 O
dii Xxdp-C1C2=|0 0 20|=-20[0-(=7)20] =-2800 [114.6]
-7 10 =2

Como el producto mixto es distinto de cero, concluimos que las rectas son alabeadas. En
la Figura 3.120 es posible observa las rectas mencionadas.

I |
L ! i &y \
n,"” L L ‘\\

film |
oA \\

Figura 3.120. [GeoGebra]

115.

a) 1) La superficie dada es un elipsoide. Para analizar la interseccion del mismo con los
planos indicados, se procede a formar los correspondientes sistemas de ecuaciones. A
partir de la resolucion de estos sistemas, se obtiene la interseccion buscada en cada uno

de los casos.

2 2 2 _ =
{49" AT 927 =4 =00 492 4 952 = 245 [115.1]

y=2
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xZ ZZ
T toasp ! [115.2]

Se trata de una curva eliptica, por lo tanto, usamos la parametrizacion ya estudiada,
teniendo en cuenta que y = 2:

(x,v,2z) = (V5cos6 ,2,V245/3senb) , 0¢[0,2m) [115.3]

if) {4-9x +49y°+9z° - 441 =0 - 49x2 + 49(—x)% + 922 = 441 [115.4]
x+y=0

X2 72

Xz 115.5

9/2 * 49 1 : ]

También obtenemos una curva eliptica, que parametrizamos de la siguiente forma,
teniendo en cuenta que y = —x:

(x,y,2) = (3/V2cos8 ,—3/V2cos0 ,7send) ,0¢€[0,2m) [115.6]
La Figura 3.121 muestra la interseccion de los planos dados con el elipsoide.

y=2

x+y=0

Figura 3.121. Representacion gréfica del Ejercicio 115 [GeoGebra].

116.

En todos los casos tenemos superficies de revolucién. Recordemos que las superficies de
revolucién tienen los mismos coeficientes (tanto en valor como en signo) en los términos
cuadréticos de las variables que no se miden a lo largo del eje de revolucién.
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a) x2 y? 2

 pta! :

Figura 3.122.

b) y:, 7z

ﬁ + ﬁ =Ccx

Figura 3.123
2 y2 g2 e
) 2 a@ta=1
Figura 3.124

d) x2 y? 22 .

Figura 3.125
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117.

En cada ecuacion, operamos algebraicamente dejando de un lado de la igualdad las
expresiones que contienen parametros, y luego aplicando operaciones apropiadas segun
el caso:

a)

P T 4 N 0 R P [117.1]
2 "2 2 2

x?  y? . . .

ARt Paraboloide hiperbolico [117.2]
b)

*_ .Y N (YN 22 20) — +2 —

S=tchf 5 S=tshp - (5) _(E) = t?(ch?f —sh?p) =t? =z [117.3]
X2 y?

T 7% Paraboloide hiperbdlico [117.4]

¢) Vemos que ambas parametrizaciones corresponden a la misma superficie cuadrica. En
general, es posible parametrizar de varias formas un lugar geomeétrico dado.

d)
x+2 +2 z—2
o= cosasenfS ; YT = senasenf ; 5 = cosf [117.5]
x +2\° +2\%  (z—2\?
( = ) + (YT) + ( 5 ) = cos? a sen?p + sen?asen?f + cos? [117.6]
= sen?p(cos? a + sen?a) + cos? B = sen’f + cos?f =1 [117.7]
(x+2)?2 (+2)? (z-2)
= 1 1 117.8
ettt g1 1 Elipsoide [ 1
e)
x—3 -3
3= tcosa ; YT =tsena ; z+2=1t? [117.9]
x — 3\? —3\?
( 3 ) + ()’T) = t?(cos?a + sen’a) =t* =z + 2 [117.10]
(x-3)* (y—3)? . iy
R T 2 Paraboloide Eliptico [117.11]

Las Figuras 3.126, 3.127 y 3.128 muestran las representaciones graficas de las superficies
halladas.
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a) y b)

Figura 3.126. [GeoGebra]
d)

Figura 3.127. [GeoGebra]

Figura 3.128. [GeoGebra]
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118.

a) Familia de esferas con centro (1,-3,5):

b) Las esferas de esta familia podran tener diferentes radios, por lo tanto, podemos tomar
como parametro de la familia el valor r2 = ¢, con t €(0, ). Notar que el pardmetro debe
ser positivo (ya que representa una cantidad elevada al cuadrado), y no puede ser nulo
porque en tal caso no tendriamos una esfera sino un punto. La ecuacion de la familia es:

(x—1)2%2+(@+3)2+=Z-5%=t ; te(0,0) [118.1]

La Figura 3.29 muestra la representacion gréafica de tres elementos pertenecientes a la
familia de esferas dada por la ecuacion [118.1]. Estas esferas corresponden a los a los
valores de parametro t=2, t=4 y t=9.

Figura 3.129. [GeoGebra]

c) Familia de paraboloides de revolucion de vértice V(0,3,0):

En este caso, es posible escribir tres familias distintas, cada una con eje de revolucion
paralelo a cada eje coordenado. Escribiremos la ecuacion de la familia con eje de
revolucion paralelo al eje x.

La ecuacion de un paraboloide de revolucion con dichas caracteristicas es:
-3 z
b2 b2
Para que sea de revolucion, los términos de y? y z2? deben tener iguales coeficientes.
Entonces podemos escribir la ecuacién de la siguiente manera:

(y —3)%+ 2% = ab*x [118.3]

— ax [118.2]
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Dejaremos como parametro de la familia el valor de ab? = t, que indica la apertura del
paraboloide y podra tomar cualquier valor real excepto el cero (valor para el cual
tendriamos el eje de revolucidn, es decir, todos los puntos de coordenadas (x,3,0)).

Ecuacion de la familia:

(y—3)2+z>2=tx ; teR—{0} [118.4]

Figura 3.130. [GeoGebra]

d) Familia de paraboloides de revolucion de vértice variable, con eje de revolucion el eje
y. En este caso, también es posible escribir varias familias distintas, dependiendo del
parametro que elijamos. Podemos permitir o no que varie la apertura de los paraboloides.
También podemos variar las tres coordenadas del vértice, dos o una sola.
Escribiremos la ecuacién de la familia manteniendo la apertura constante, y sélo variando
la posicion del vértice de coordenadas V(0,t,0), que podra moverse a lo largo del eje de
revolucion. La ecuacion de la familia sera:

x2+z2=y—t ;teR [118.5]

Figura 3.131. [GeoGebra]
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3.10. LUGARES GEOMETRICOS en COORDENADAS
POLARES CILINDRICAS y ESFERICAS

119.

1) La ecuacion y = 8x corresponde a una recta que pasa por el origen de coordenadas y
tiene pendiente m = 8. Si situamos el polo de un sistema de coordenadas polares
coincidente con el origen de coordenadas y el eje polar coincidente con el eje positivo de
abscisas x, entonces los puntos de la recta con la que estamos trabajando seran todos los
puntos tales que el vector que se extiende desde el polo hasta el punto tendra un angulo
igual que la recta en coordenadas cartesianas:

tan(p) =8 [119.1]
¢ = arctan(8) [119.2]

Tenemos dos opciones de d&ngulos que tienen tangente igual 8, una es un angulo del primer
cuadrante y la otra es un angulo del tercer cuadrante.

@ = 82°52'30"y @ = 262°52'30"

Debemos considerar los dos dngulos debido a que el valor de p no puede ser negativo, por

ende si solo consideraramos ¢ = 82°52'30" estariamos expresando una semirrecta, es
decir la mitad de los puntos que componen la recta y = 8x.

Por ende, la forma polar de dicha recta es:
@ = 82°52'30" U ¢ = 262°52'30" [119.3]
Observacion:

Otra ecuacién en coordenadas polares para la recta y = 8x se puede obtener aplicando
ecuaciones de transformacion de coordenadas y la ecuacion seria:

p sen @ = 8pcos @ [119.4]
0 = p(8cosp — sen @) [119.5]

i) La ecuacion: x? + y? = 49 corresponde a una circunferencia con centro en el origen de
coordenadas y radio igual a 7. Recordamos que la ecuacion en coordenadas polares de una
circunferencia es:

r? = p® + pf — 2ppicos(p — ¢1) [119.6]

Donde r es el radio y las coordenadas del centro son C(p4, ¢;). Si situamos el polo de un
sistema de coordenadas polares coincidente con el origen de coordenadas y el eje polar
coincidente con el eje positivo de las abscisas x, entonces las coordenadas del centro seran:
C(0, ¢). Remplazamos esta informacion en la ecuacion de la circunferencia y obtenemos:
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72 =p%+0—2p(0)cos(p — @) [119.7]

Entonces la forma polar de la ecuacion de la circunferencia de radio 7 y centro en el origen
de coordenadas sera:

p=17 [119.8]

iii) La ecuacién: x%+ y? —2x—9 =0 corresponde a una circunferencia. Debemos
encontrar la ecuacidon canodnica de la misma para poder encontrar las coordenadas del
centro y el radio que es la informacion que necesitamos para poder escribir la forma polar
de dicha ecuacion. Completamos cuadrado y despejamos:

x2=2x+1-14+y2-9=0 [119.9]
(x—1)2+y% =10 [119.10]
Entonces el radio es V10 y las coordenadas cartesianas del centro son: C.(1,0). En

coordenadas polares corresponderd p; = 1y ¢, =0, entonces: €(1,0). Remplazamos
esta informacion en la ecuacion de la circunferencia en coordenadas polares:

r?2 = p?+ p? — 2ppicos(p — @;) y obtenemos la forma polar de la ecuacién de la
circunferencia.

10 = p%2 + 1 — 2p cos(¢p) [119.11]
9 = p? — 2p cos(p) [119.12]
Observacion:

Otra forma de obtener a la ecuacion en coordenadas polares es aplicando ecuaciones de
transformacion de coordenadas.

x2+y2-2x—-9=0
[p cos(@)]? + [psen(¢)]® — 2pcos(p) —9 =0
p? —2pcos(p)—9=0

120.

Recordemos que la ecuacion de una cénica en coordenadas polares es de la forma:

ep
1—e cos6

Realizando una comparacion con la ecuacién del enunciado podemos extraer la siguiente
informacion: e =1, e.p = 6y por lo tanto, p = 6. Sabemos que, si la excentricidad es 1,
estamos en presencia de una parabola. Si ubicamos un sistema de ejes cartesianos que
tenga origen en el foco de la parabolay el eje positivo de las abscisas x coincidente con el
eje polar, las coordenadas de algunos puntos significativos de la parabola en ambos
sistemas son los indicados en la Tabla 3.16.

p:

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 221



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

Punto 0 cos 0 0 Coord. CooT'd.
Polares Cartesianas
- 0 1 - - -
Extremo LR /2 0 6 A(6, /2) A(o, 6)
Vértice 7T -1 3 V(3, ) V(-3, 0)
Extremo LR 3m/2 o 6 A’(6, 3m/2) A’(o,-6)

Tabla 3.16. Elementos de la cdnica del Ejercicio 120.

La Figura 3.132 muestra la representacion de la pardbola indicada.

D 1 p

TN

-8 5 -4

Figura 3.132. [GeoGebra]

Segun el sistema elegido y teniendo en cuenta que el significado del parametro p es el
mismo en ambos sistemas, es decir sigue siendo la distancia entre el foco y la directriz,
podemos plantear la ecuacién de la parabola con foco en el origen de coordenadas y eje
focal coincidente con el eje de las abscisas.

Partiendo de la ecuacion cartesiana de la parabola con eje focal paralelo al eje x:

(y—k)?=2.p(x—h) [120.1]
Remplazamos V(-3,0)yp = 6:
y?=12(x+3) [120.2]
121.
_ 6
Dp=—g—
1+ 5 cos6
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Recordamos que en coordenadas polares, la ecuacion de una conica con eje focal paralelo

alejexesp = HL entonces por comparacion con la ecuacion del enunciado, podemos

ecosf’

deducir la excentricidad es e = 1/2, se trata de una elipse por ser e < 1.
El producto pe = 6, por lo tanto, el parametroesp = 12y [LR| = 2ep = 12.

La funcion coseno del denominador nos indica que el eje focal de la conica resulta paralelo
o coincidente al eje polar, y el signo positivo que acompafa dicha funcién nos determina
gue la directriz asociada al foco coincidente con el polo se encuentra a la derecha del
mismo, siendo ésta por definicion perpendicular al eje focal.

Esto surgira de la tabla de valores generada con los puntos de interseccion con el eje polar
y el eje auxiliar a 90° (ver Tabla 3.17)

(7] cosf P

0 1 4
/2 0

7 -1 12
3m/2 0 6

Tabla 3.17. Elementos de la cénica del Ejercicio 121.1.

Identificamos las coordenadas polares de los vértices V; (4;0), V,(12; ) y los extremos del
T , 3T
lado recto A (6; E) yA (6; 7).

Buscamos las coordenadas polares de los focos y del centro, que no pertenecen a la curva.
La distancia entre los vértices V; y V, que se sitian sobre el eje focal es 16, por lo que el
semieje mayor mide 8, podemos deducir que la distancia del centro al foco es 4, por lo
que: F,(0;0), F,(8; ), C(4;m). La Figura 3.133 muestra la elipse hallada.

-

Figura 3.133. [GeoGebra]
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6
1+ cosO

)p=
Podemos deducir la excentricidad es e = 1, por lo tanto, estamos en presencia de una
parabola.

El producto pe = 6, por lo tanto, el pardmetroes p = 6 y |LR| = 2ep = 12.

La directriz es perpendicular al eje polar y se encuentra a la derecha del polo, lo cual
surgira también de la tabla de valores que planteamos a continuacién:

Buscamos las intersecciones con el eje polar y el eje auxiliar a 90°:

(7] cosé p
0] 1 3
/2 0] 6
7T -1 -
37/2 0] 6

Tabla 3.18. Puntos de la conica del Ejercicio 121.1i.

Identificamos las coordenadas del vértice V(3; 0) y los extremos del lado recto A (6; g) y

A'(6;37").

La Figura 3.134 muestra la parabola hallada.

AV

Figura 3.134. [GeoGebra]

12
2 —senf

[ ] p:

Para identificar la conica, debemos trabajar en la ecuacion de manera tal que, en el
denominador, el término independiente sea igual a 1:
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12 6

p= [121.1]

2 (1 - %sen&) 1 - %sen@
Podemos deducir que la excentricidad es e = 1/2, por lo tanto, estamos en presencia de
una elipse. El producto pe = 6, por lo tanto, el parametroes p = 12y |LR| = 2ep = 12. La
directriz es paralela al eje polar, por ser la funcion trigonométrica del denominador sené
y se encuentra abajo del polo, por ser el binomio del denominador una resta, lo cual surgira
a partir de la tabla de valores que planteamos a continuacion.

Buscamos las intersecciones con el eje polar y el eje auxiliar a 90°:

(7] senf p
0] 0 6
/2 1 12
T 0 6
3m/2 | -1 4

Tabla 3.18. Puntos de la cénica del Ejercicio 121. iii.

Identificamos las coordenadas de los vértices V; (12 ; g), v, (4; 37”) y los extremos del lado
recto A(6;0) y A’(6; ). Buscamos las coordenadas de los focos y del centro, que no
pertenecen a la curva. La distancia entre los vértices V; y V, que se sitdan sobre el eje

auxiliar a 90° del eje focal es 16, por lo que el semieje mayor mide 8, podemos deducir que
la distancia del centro al foco es 4, por lo que: F;(0;0), F, (8; g), C (4; g) La Figura 3.135

permite observar la elipse hallada.

Figura 3.135. [GeoGebra]

. _ 12
p= 2 — 4 cosf
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Para identificar la conica, debemos trabajar en la ecuacién de manera tal que, en el
denominador, el término independiente sea igual a 1:

12 6

= = 121.2
p 2(1 — 2cosf) 1 — 2cosb [ ]

Podemos deducir que la excentricidad es e = 2, por lo tanto, estamos en presencia de una
hipérbola. El producto pe = 6, por lo tanto, el parametro es p =3y |LR| = 2ep = 12. La
directriz es perpendicular al eje polar, por ser la funcion trigonométrica del denominador
cosf y se encuentra a la izquierda del polo, por ser el binomio del denominador una resta,
lo cual quedara determinado a partir de la tabla de valores que planteamos a continuacion.
Buscamos las intersecciones con el eje polar y el eje auxiliar a 90°:

(7] cos0 P

0 1 (-6)!
/2 0] 6

m -1 2
3m/2 0] 6

Tabla 3.19. Puntos de la conica del Ejercicio 124.

Debemos prestar atenciéon al valor negativo de p que obtuvimos para un valor de
6 = 0. Como vimos al inicio de coordenadas polares, p por definiciéon no puede ser negativo.
Lo que esta sucediendo es que la ecuacion nos esta reproduciendo el vértice de la otra rama,
es decir, ese punto lo encontraremos en (6; 7). Podemos observar que hay un intervalo de
valores de 8 que nos reproducen valores negativos de p. Observando la expresiéon de p en
funcién de 6, vemos que la tinica forma de que p sea negativo es si el denominador lo es.

1 — 2cos8 <0 [121.3]

2 cosf > 1 [121.4]
1

cosf > 5 [121.5]

buscamos el valor de 8 que tiene coseno igual a un medio.
1
6 = arcos (§> [121.6]

0=60°00=—60° [121.7]
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Es decir, que para todos los angulos comprendidos entre —60° < 8 < 60° los valores de p
son negativos, por lo que la ecuacion estara reproduciendo puntos de la otra rama de la
hipérbola.

Para 8 = 60° y 6 = —60° no existe valor de p debido a la indeterminacién en el
denominador de la ecuacion.

Entonces haciendo un cambio apropiado en el primer punto obtenido en la tabla de
valores, identificamos las coordenadas de los vértices V; (6; ), V,(2; ) y los extremos del
lado recto A (6; g) y A’ (6 ; 37") Buscamos las coordenadas de los focos y del centro, que son
puntos que no pertenecen a la curva. La distancia entre los vértices V; y V, que se sitian
sobre el eje focal es 4, por lo que el semieje real mide 2, podemos deducir que la distancia

del centro al foco es 4, por lo que: F;(0;0), F,(8;m), C(4;m). La Figura 121.4 muestra la
hipérbola encontrada.

D . \

Figura 3.136. [GeoGebra]

122.

Comenzaremos determinando la ecuacion del plano en coordenadas cartesianas. Sabemos
gue el vector normal es n = (3, 2,1). S6lo nos queda determinar el valor de D, pero como
el plano pasa por el origen, podemos deducir que D = 0.

Entonces, en coordenadas cartesianas la ecuacion del plano es:
m:3x + 2y +z=0 [122.1]

Para plantear la ecuacion buscada del plano en coordenadas cilindricas usaremos las tres
ecuaciones de transformacion de coordenadas cartesianas a coordenadas cilindricas:
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X = p cosf
y=psend p€[0,0); 0 ¢€][0,2m) [122.2]
z=12z

De esta manera, remplazamos las expresiones [122.2] en la ecuacion cartesiana del plano
[122.1] y de esa manera obtenemos la ecuacién del plano en coordenadas cilindricas:

m:3p cosf + 2psend + z=0;p €[0,0); 0 €[0,2m) [122.3]

Hacemos el mismo trabajo para encontrar la ecuacién del lugar geométrico en
coordenadas esféricas, conociendo las tres ecuaciones de transformacion, podemos
escribir:
X = p seng cosO
y =psengsend p € [0,0); 0 €][0,2rn);¢p € [0,7] [122.4]
Z = p CoSQ
Por lo tanto, la ecuacién del plano en coordenadas esféricas es:

m: 3p seng cosO + 2p seng senf +pcosp =0 conp € [0,0); O € [122.5]
[0,2m); ¢ € [0, 7] |

123.

a) Los puntos del espacio tridimensional que satisfacen la ecuacion p =5, son aquellos
cuyas coordenadas cilindricas son P(5, 6, z), es decir que las coordenadas 6 y z son libres.
El conjunto de dichos puntos constituye un cilindro recto de radio 5 con eje el eje z, tal
como muestra la Figura 3.137.

Figura 3.137. [GeoGebra]

b) Los puntos del espacio tridimensional que satisfacen la ecuacién 6 = n/3 son
aquellos cuyas coordenadas cilindricas son P(p, /3, z), es decir que las coordenadas p y z
son libres. El conjunto de dichos puntos constituye un semiplano que contiene al eje z y
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qgue forma un angulo de 68 = /3 con el eje polar (coincidente con el eje x). El semiplano
puede observarse en la Figura 3.138

Figura 3.138. [GeoGebra]

C) Los puntos del espacio tridimensional que satisfacen la ecuacion z=5 son aquellos
cuyas coordenadas cilindricas son P(p, 0, 5), es decir que las coordenadas p y 6 son libres.
El conjunto de dichos puntos es un plano que dista 5 unidades del plano polar y se puede
observar en la Figura 3.139.

Figura 3.139. [GeoGebra]

124.

A los efectos de escribir las ecuaciones de los lugares geométricos buscados vy
representarlos graficamente en las Figuras 124.1, 124.2 y 124.3, se seleccionaron los
ejemplos siguientes:

a) Curvas de trébol: p = 2 sen(36)
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Figura 3.140. Curva de trébol. [GeoGebra]

b) Limacon: p =1+ 2 cos(0)

05 05 15 2 25 4 35 4

=1

Figura 3.141. Limacon. [GeoGebra]

c) Lemniscatas: p? = 16 cos(26)

=3

Figura 3.142. Lemniscata. [GeoGebra]
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125.

Comenzamos recordando la definicién:

Se denominan coordenadas cilindricas de un punto P del espacio, alaterna (p, 6, z), donde
p v 0 son las coordenadas polares de la proyeccion ortogonal del punto P sobre el plano xy
(plano polar), y z es la tercera coordenada cartesiana de P, donde: 0 < p <o, 0<0 < 2my
-0 <Z< 0o,

Para encontrar las expresiones que nos permiten transformar de un sistema a otro,
colocamos los dos sistemas de coordenadas, de modo tal que sus origenes coincidan y el
eje polar se encuentre a lo largo del eje positivo x, tal como puede observarse en la Figura
3.143:

P(p.6.z)
[ ]

P'(p.8,0)

Figura 3.143. [GeoGebra]

Si trabajamos en el plano xy donde hemos proyectado el punto P podemos observar en la
Figura 3.144 la vista en dicho plano, del triangulo rectangulo que se forma.

L

0 x x

Figura 3.144.
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Sean P'(x, y, 0), las coordenadas rectangulares de la proyeccion en el plano xy del punto P
y P'(p, 6,0) las coordenadas cilindricas de la misma proyeccion del mismo punto P. De la
figura, podemos expresar x e y en funcién de p y 0 de la siguiente manera:

X = p cosf
{y = p sen, p € [0,0); 6 € [0, 2m) [125.1]
z=0

Luego, para el punto P(p, 6, z), las coordenadas cartesianas o rectangulares son:

X = p cosf [125.2]
y = psenf, p € [0,0); 0 € [0,2m)
z=2z

También es posible determinar las coordenadas cilindricas de la proyeccion en el plano
xy,P'(p, 0, 0), en términos de las coordenadas rectangulares, a partir de las expresiones
dadas por:

p? = x% 4 32
0 = arctan (X) x#0 [125.3]
x
z=0

A los efectos de obtener valores de 6 en todos los cuadrantes, consideraremos las
siguientes relaciones, que toman en cuenta los signos correspondientes a x y a y (ambos
no nulos simultaneamente):

senf = \/%yzy cosf = \/%yz [125.4]
Luego, para el punto P(x,y, z), las coordenadas cilindricas son:
p? =x% +y2
0 = arctan (%) Xx%0 [125.5]
zZ=2Z

126.

Teniendo en cuenta las ecuaciones de transformacion de coordenadas, trabajamos con

la ecuacion de la siguiente manera:

pseng + pcosp = 3 [126.1]
y+x=3 [126.2]
Recta en R?

y=—-—x+3 [126.3]

La Figura 3.145 muestra la recta hallada.
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v

Figura 3.145

127.
La ecuacion en coordenadas polares de la circunferencia es:

r? = p? + p7 — 2ppicos(p — ¢y) [127.1]

Donde las coordenadas del centro son C(p;, ¢;). Si igualamos a cero y agrupamos el
término independiente tenemos:

p*+ —2ppycos(p — @) +pi =12 =0 [127.2]
Comparamos término a término con la ecuaciéon que tenemos de dato, entonces:

cos( @ — ¢,) = cos(p —60°) » ¢, = 60° [127.3]

2pp1=8p - p; =4 [127.4]

127.5
pi—12=12 - r= [p?—12=V16—-12=2 [ 1

Por lo tanto, se trata de una circunferencia de centro € (4,60°) y radio r = 2, tal como puede
observarse en la Figura 3.146.

r=2

(@]

¢,=60°

0 1 2 3 4

Figura 3.146. [GeoGebra]
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128.

Para identificar la conica, debemos trabajar en la ecuacién de manera tal que, en el
denominador, el término independiente sea igual a 1:

20 20 5 [128.1]
4 +4cos®  4(1+cosf) 1+ cosh

P

De la ecuacion se deduce que la excentricidad es e=1, por lo tanto, tenemos una parabola.
La directriz es perpendicular al eje polar y se encuentra a la derecha del polo. Esto se
deduce comparando directamente con la ecuacion de las conicas en coordenadas polares.
Podemos decir que la funcién coseno del denominador nos indica que el eje focal de la
conica resulta paralelo o coincidente al eje polar, y el signo positivo que acompaiia dicha
funcion nos determina que la directriz asociada al foco coincidente con el polo se
encuentra a la derecha del mismo, siendo ésta por definicién perpendicular al eje focal.
Esto nos determina la apertura de las ramas de la parabola hacia la izquierda. Esto queda
en evidencia al realizar la tabla de valores y el grafico correspondiente de la Figura 3.147.

El producto pe = 5, por lo tanto, el pardametroes p = 5y |LR| = 2p = 10
Buscamos las intersecciones con el eje polar y el eje a 90°:

(7] cosf P

0] 1 5/2
/2 0] 5

7T -1 -
3m/2 0 5

Tabla 3.20. Puntos de la conica del Ejercicio 128.

-4 ) 0 2 4 G

-4

Figura 3.147. [GeoGebra]
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Identificamos las coordenadas del vértice V (g ; 0) y los extremos del lado recto A (5 ; g) y
A (5;32—"). La ecuacion de la recta directriz perpendicular al eje focal y ubicada a una

5
cos 6

distancia p a la derecha del polo resulta D: p =

120.
Para identificar la conica, debemos trabajar en la ecuacién de manera tal que, en el
denominador, el término independiente sea igual a 1:

_ 9 _ 9 3/2 [129.1]
6 — 3cosf 6(

g 1 —%cos@) 1—%0059

De la ecuacién se deduce que la excentricidad es e=1/2, por lo tanto, tenemos una elipse.
La directriz es perpendicular al eje polar y se encuentra a la izquierda del polo. Esto se
deduce comparando con la ecuacién de las conicas en coordenadas polares. Podemos decir
que la funcion coseno del denominador nos indica que el eje focal de la conica resulta
paralelo o coincidente al eje polar, y el signo negativo que acompaiia dicha funciéon nos
determina que la directriz asociada al foco coincidente con el polo se encuentra a la
izquierda del mismo, y por definicion es perpendicular al eje focal. Esto queda
directamente en evidencia al realizar la tabla de valores que planteamos a continuacion,
junto con la Figura 3.148. El producto pe = 3/2, por lo tanto, el parametro es p = 3.

(7] coso p

0 1 3
/2 0 3/2
7T -1 1

3m/2 | o 3/2

Tabla 3.20. Puntos de la conica del Ejercicio 129.

Figura 3.148. [GeoGebra]
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A partir de la distancia entre los puntos extremo$ del lado recto tenemos |LR| = 3.
Identificamos las coordenadas de los vértices V; (1; ), V,(3,0) y los extremos del lado recto
A (% ; g) y A’ (% ; 32—") Por simetria deducimos las coordenadas del otro foco F,(2,0) y del

centro C(1,0).
130.

La ecuacion en coordenadas polares de una conica con directriz paralela al eje polar por
debajo del polo es:

pe [130.1]

p= 1 — esenf

En nuestro caso, la ecuacion queda:

4 1.2 B 4.8 [130.2]
1—1.2senf 1— 1.2senb

Buscamos las intersecciones con el eje polar y el eje a 90°. La representaciéon de la curva
puede verse en la Figura 130.1:

p=

o send P

(o} (o} 4.8
/2 1 -24

T 0 4.8
37/2 -1 2.18

Tabla 3.21. Puntos de la conica del Ejercicio 130.

F,
2
20y

Figura 3.149. [GeoGebra]
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Identificamos las coordenadas de los vértices V;(2.18; 3w/2),V,(24; 31 /2) y los extremos
del lado recto A"(4.8; 0) y A(4.8; ). Por simetria deducimos las coordenadas del otro foco
F,(26.18; 31/2) y del centro C(13.09; 31w/2). A partir de la distancia entre los puntos
extremos del lado recto tenemos |LR| = 9.6.

Podemos observar que hay un intervalo de valores de 8 que nos reproducen valores
negativos de p. Observando la expresiéon de p en funcion de 8, vemos que la anica forma
de que p sea negativo es si el denominador lo es.

1—1.2senfd <0 [130.3]
2senf > 1 [130.4]
senf > 0.833 [130.5]

buscamos el valor de 8 que tiene senf = 0.833
6 = arsen(0.833) [130.6]
0 =56244 o0 60 = 1232.55 [130.7]

Es decir, que para todos los 4ngulos comprendidos entre 56244 <6 < 1239.55 los
valores de p son negativos, por lo que la ecuacién estara reproduciendo puntos de la otra
rama de la hipérbola. Para 6 = 562.44 y 8 = 1232.55 no existe valor de p debido a la
indeterminacion en el denominador de la ecuacion.

Note que comparando con la ecuaciéon de las conicas en coordenadas polares podemos
decir que la funcion seno del denominador nos indica que el eje focal de la conica resulta
perpendicular al eje polar, y el signo negativo que acompana dicha funcién nos determina
que la directriz asociada al foco coincidente con el polo se encuentra por debajo del mismo
y por definicion es perpendicular al eje focal.

131.

a) Los puntos del espacio tridimensional que satisfacen la ecuacion son aquellos cuyas
coordenadas esféricas son P (4,8, ¢), es decir que las coordenadas 6 y ¢ son libres. El
conjunto de dichos puntos es una esfera de radio 4 centrada en el origen de coordenadas,
tal como muestra la Figura 3.150.

Figura 3.150. [GeoGebra]
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b) Los puntos del espacio tridimensional que satisfacen la ecuacién son aquellos cuyas
coordenadas esféricas son P(p, /4, @), es decir que las coordenadas p y ¢ son libres. El
conjunto de dichos puntos es un semiplano que contiene al eje z, y que forma un angulo
de 6 = /4 con el eje x. La Figura 3.151 muestra el semiplano hallado.

z 4

Figura 3.151.

C) Los puntos del espacio tridimensional que satisfacen la ecuaciéon son aquellos cuyas
coordenadas esféricas son P(p, 6,1/3), es decir que las coordenadas p y 6 son libres. El
conjunto de dichos puntos es un semicono circular con vértice en el origen de
coordenadas, cuyo angulo de apertura respecto del eje z es de ¢ = /3. La Figura 3.152
muestra la superficie mencionada.

Figura 3.152.
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132.

La posicion P del extremo del brazo roboético puede identificarse mediante el uso de
coordenadas cilindricas P(p,0,z), ya que éstas resultan apropiadas para el tipo de
movimiento que realiza dicho brazo.

La coordenada p indica la extensién (o alargamiento) del brazo. La coordenada 6 indica la
rotacion sobre el eje de simetria. La coordenada z indica el ascenso o descenso del brazo,
que varia entre 2 'y 4 metros. Es decir que 2 < z < 4.

Como el brazo estd programado para alcanzar los puntos de la superficie dada, llevamos
la ecuacion de la misma a coordenadas cilindricas, usando las ecuaciones de
transformacion de coordenadas:

x = pcosf [132.1]
y = psenf

zZ=1z
x? N y? z? 0 , [cos® 6 N sen?@\ z?2 0 [132.2]
- z = RN —_—=
4716 9 P\ 16 ) 9

Se requiere conocer cudl es el largo total del brazo, es decir, cudl es el valor de p cuando
z = 2.5my 6 = 45°. Reemplazamos dichos valores en la ecuaciéon y despejamos el valor de

22 , [132.3]

cos® 0  sen<0 2 2
cos? 0 = sen?6
9<  * 16) 3\/ 7t 16

5 132.4
~ 2.11 [132.4]

3.11. ROTACIONES y TRASLACIONES en el PLANO
133.

Siguiendo el analisis desarrollado en la seccion Ecuacion de segundo grado con dos
variables, del Libro Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias, sabemos que la
forma matricial de una ecuacion de segundo grado completa es X'AX+ KX+ f =0

_[*1 a_[a b _
dondex =| [.a=[} | K=1ld el
Siendo la ecuacion del ejercicio 2x? + vV3xy + y? —4 = 0, tenemosque X = [x V],
A= l ’ \/§/2] ,K=1[0 0]y f = —4. Por lo tanto, la forma matricial de la ecuacion
Vv3/2 1

de segundo grado es:
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|[ V3]
I

XTAX + KX + f = \/2_ ![y] +1[0 o[y] 4=0
1
2

. . . 2
a) La matriz asociada a la forma cuadréticaes: A = l v3/ l
Vv3/2 1
b) Calculamos los valores propios de la matriz A:
|[A—AIl=0
3
21 B
2
V3
- 1-2
3
(2—1)(1—/1)—Z= 0
A2 -3+ > 0
7=
Por lo tanto, los valores propios de A son las raices de la ecuacion de segundo grado:
A= ! Ay = >
1=5 VA = >

Conociendo los valores propios podemos determinar que la conica es una elipse ya que
AA > >0
112 — 4

Resolvemos el sistema de ecuaciones lineales homogéneo (A4 — A Iv = 0, para calcular un
vector propio:

- Parai, = 3
3/2 x/§/zl 0
=> xXx=—-——
L/§/2 1/2 [}’] [ ] y
_y3 -1/2
Luego v = 3 yl [ \/_] al normalizar v4 tenemos: b
y 1 1= \/—/2
- Para 1, = =
1/2 /3 /2] 0
= x=+3
) u H y
Luego v = [\/_y] vy = [‘/f] al normalizar v, tenemos: b, = \/1§//22
. o 1 V3\ (V3 1
C) Los vectores propios b, y b, forman la nueva base: B’ = {(—5,7) ( > 2)}
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d) La matriz de pasaje tiene como columnas a los vectores propios normalizados. Para
gue la matriz esté asociada a una rotacion de los ejes coordenados con un mismo anguloy
en un mismo sentido debe cumplirse siempre que [P| = 1.

_1y3
2, - 1 3 .
Sea P' = 7 2| verificamos  |P’| =—;—;=—1 como el determinante es (-1),
2 2
v3 _1
. . - 2 .
cambiamos el orden de las columnas, ahorasi P = 21 - su determinante es
2 2
3 _1

|P| = % + % = 1. Entonces, concluimos que la matriz de pasajees P =

e) Calculamos PTAP = A':

1 V3 1 5
L, BIE_y
1vV3||V3 | 1 V3 1
27l bz 7 103
2 2412 2 2 2
. - 5/2 0 :
La matriz A’ coincide con la matriz diagonal (D = [ 0 1/2])que tiene como elementos

de su diagonal principal los valores propios en el orden que estan los vectores propios en
la matriz P.

!
. ., X . s
f) Si hacemos la trasformacién de coordenadas X = PX’,con X' = [y,]en la ecuacion

en su forma matricial tenemos:
XTAX+KX+f=0
(PXHTA(PX)+K(PX)+f=0
XTPTAPX' + KPX' +f =0
XTDX' + KPX' +f=0

O I
[x" y'] i 1[y,]+[0 O]l 1 E[y,]—ztzo
2 2 2

Operamos matricialmente y obtenemos la ecuacion de la cdnica en el sistema determinado

por la nueva base:
12

X y'?
8

——+—=1

8/5
Verificamos que se trata de una elipse con eje focal coincidente con el eje y'.
9) Representacion gréafica:
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% |

N

Figura 3.153. [GeoGebra]

i) Podemos calcular el &ngulo de rotacion de los nuevos ejes coordenados respecto de los

ejes originales, a partir del producto escalar entre los vectores i y b, (o entre los vectores
i.b,
lillllb2 I

Jy by), cos6 = Obtenemos el valor de 30° para dicho angulo.

134.

La ecuacion de segundo grado con la que trabajamos es: x2 + 2xy + y? — 8v2x + 8 = 0.

a) Tenemos que X =[x Y], A= H ﬂ , K=[-8v2 0]y f=8. Calculamos los

valores propios de la matriz A:

|A—AIl =0

|1 1 ' 1 ! A =0

a-0Da-1n-1=0

AM=2+2)=0

Por lo tanto, los valores propios de A son las raices de la ecuacion de segundo grado:
Ah=0 yA, =2

Conociendo los valores propios podemos determinar que la conica es una parabola ya que
A, =0

b) Para determinar la matriz P que diagonaliza ortogonalmente a A, obtenemos sus
vectores propios, resolvemos el sistema de ecuaciones lineales homogéneo (A — A v = 0:

- Paral, =0:
[ albl=l] = =

Luego v = [—yy ]

1
vy = [_11] al normalizar v4 tenemos: by = 1\/5

*0 —
Y 7z
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- Paral, = 2:
3 ZIBI=[] = %=y

Luego v = [;] vy = [ﬂ al normalizar v, tenemos: b, = |7

y#0
La matriz de pasaje tiene como columnas a los vectores propios normalizados. Para que la
matriz esté asociada a una rotacién los ejes coordenados con un mismo angulo y en un
mismo sentido debe cumplirse siempre que |P| =1.

11
T 2V2 - 101 :
Sea P' = 1‘/7‘/17 , verificamos |P'| = —2—>=—1, como el determinante es (-1),
V2 V2
1_1
cambiamos el orden de las columnas, ahorasi P = ‘/f 1‘/7 su determinante es
vz V2
11
1 1 . . -
|P| = Sts= 1. Entonces, concluimos que la matriz de pasajees P = ‘/f lﬁ .
vz V2

!
. .z X .,
C) Si hacemos la trasformacion de coordenadas X = PX’,con X' = [y,]en la ecuacion

(1) en su forma matricial tenemos:
XTAX+KX+f=0
(PX)TA(PX)+K(PX)+f=0
XTPTAPX' + KPX' + f =0

XTDX' + KPX' +f =0

1

Sl

, L 2]

<l Y ee o -0

V2 V2
Operamos matricialmente y obtenemos la ecuacién de la conica en el sistema
determinado por la nueva base:
2x'? —8x'+8y'+8=0
Completamos cuadrados y llegamos a la ecuacion cartesiana de la pardbola en el sistema
de referencia xy’:
(x' —=2)? = —4y'
Si aplicamos las ecuaciones de traslacion:

x"'=x"-2

{ y' =y
la ecuacion cartesiana de la conica en el sistema de referencia x™y” es:
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"2 i

x4 =—4y
Se trata de una parabola con eje focal paralelo el eje y’, con vértice en V(2,0),,,, con
parametro p < 0.

d) A partir de la matriz P cuyo determinante es igual a 1, sabemos que la primera
columna indica direccion y sentido eje nuevo x’y la segunda columna de P indica direccion
y sentido nuevo eje y’.

u.v

Teniendo en cuenta la expresion para evaluar el angulo entre dos vectores, cosf = T

podemos analizar el angulo entre los versores Ty b, (o entre los versoresJy by).
De esta manera, el angulo que rotaron los ejes es:

ﬁ@) vz

cosl = ((1,0).(7, > ) = - 0 = 45°

Observacion:

Para graficar el nuevo sistema de referencia x’y’ basta representar los versores b; y b, (0
cualquier vector coincidentes en la direccion y sentido de ambos) ya que nos indican las
direcciones y sentidos de los nuevos ejes coordenados. Por lo tanto, no es necesario
graficar midiendo el &ngulo obtenido.

e y f) Representacion gréfica:

y y" 8

Figura 3.154. . [GeoGebra]

i) La ecuacion de segundo grado con la que trabajamos es: 2x? —4xy —y2+8=0.
2 =2

a) Tenemosque X =[x Y], A= [_2 1

] ,K=1[0 0]yf = 8. Calculamos los valores
propios de la matriz A:
[A—AIl=0
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2—-1 -2

2 170
@-D(1-2)—4=0
A2-21-6=0

Por lo tanto, los valores propios de 4 son las raices de la ecuacion de segundo grado:
M=3 yiA,=-2

Conociendo los valores propios podemos determinar que la conica es una hipérbola ya que
MAd, =—-6<0

b) Para determinar la matriz P que diagonaliza ortogonalmente a A, obtenemos sus
vectores propios, resolvemos el sistema de ecuaciones lineales homogéneo (4 — Al)v = 0:

- Para 1, = 3:
22 ZIBI=l] = x=-2

2
Luego v = [_;y]yxo v = [_1 ] al normalizar v, tenemos: b; = _\/if
- Paral, = —2:

— X
15 TIGI=l] = 2x=v
Luego v = [2);] vy = B] al normalizar v, tenemos: b, = |,
V5
La matriz de pasaje tiene como columnas a los vectores propios normalizados. Para que la
matriz esté asociada a una rotacion los ejes coordenados con un mismo angulo y en un
mismo sentido debe cumplirse siempre que |P| = 1.

x#0

2 1
T V545 - 4 1 .
Sea P'= 1\@*/23 , verificamos  |P'| = —-—-=—1, como el determinante es (-1),
V8 5
1_2
. .o |5 5 .
cambiamos el orden de las columnas, ahorasi P = |, ,"”| su determinante es
VE VB
L_2
1 4 . . .
|P| = cto= 1. Entonces, concluimos que la matriz de pasaje es P = ‘/zg 1‘/3
VE VB

14
. ., X -z
C) Si hacemos la trasformacion de coordenadas X = PX’,con X' = [y,]en la ecuacion

(i1) en su forma matricial tenemos:
XTPTAPX + KPX'+f =0 ; X"TDX' +KPX' +f =0
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[L_2]
[x' y’][_o2 g][;:]ﬂo o]l‘/zg fl.[;:]m:o
%%

Operamos matricialmente y obtenemos la ecuacion de la cdnica en el sistema determinado
por la nueva base:

—2x"2+3y"?4+8=0
Luego la ecuacion cartesiana de la hipérbola en el sistema de referencia xy™:
12 12

x Y

=1
4 8/3
Se trata de una hipérbola con eje focal coincidente con el eje x y centro en €(0,0),,, .

d) A partir de la matriz P cuyo determinante es igual a 1, sabemos que la primera
columna indica direccion y sentido eje nuevo x’y la segunda columna de P indica direccion
y sentido nuevo eje y’. Teniendo en cuenta la expresion para evaluar el &ngulo entre dos

uv ) ; -
Tl podemos analizar el &ngulo entre los versoresTy b, (0 entre los

versoresjy by). De esta manera, el &ngulo que rotaron los ejes es:

vectores, cosf =

1 2 1
cos = ((1,0).(ﬁ,ﬁ)> =% 6~6326

ey f) Representacién gréafica:

2N\ == 2ob =
v
>~ a1}
V4 a=6343° X,
3-12-11-10 -9 8 7 6 -5 4 -3 2 10|71 2 3 4 5 6 7 8 9 10
A
LTy
T ZIEN
,”'JI -3
,,/"/ -4 \

L 7S 5 \ P
- -5 a

i \
Figura 3.155. [GeoGebra]

135.

Analizando el grafico podemos obtener los semiejes de la elipse como:
a=|0A]l
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a=+1.412 +1412 = 2
b =|l0B]|
b =,0.712 + (-0.71)2 =~ 1

Conociendo los semiejes podemos escribir la ecuacion de la elipse rotada en el sistema de

coordenadas x'y’:
12

2 Y
21l
T

Operando algebraicamente:

4x* +y% —4 =0

De esta expresion deducimos que los valores propiosson: A; =4 y 1, = 1 yel término
independiente de la ecuacion de segundo grado con dos variables es: f = —4.

Conociendo los valores propios podemos armar la matriz diagonal: D = [g (1) .

La direccion del eje x’ esta dada por la direccion del vector: by = (1,—1)
La direccion del eje y’ esta dada por la direccion del vector: b, = (1,1)

Con esta informacion si obtenemos los vectores unitarios en ambas direcciones
estaremos obteniendo las columnas de la matriz P de transformacién de coordenadas.

by (1,-D)
R ARG
(1 1
i =(57)
. by (D
bl T vz
(11
%= (57)
Luego
ER
P=" |
NG

verificando que |P| = 1.
Para encontrar la ecuacion de la elipse en los término de x e y , calculamos la matriz de
coeficientes de la forma matricial como: A = P.D. PT. Luego

5 3
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Como la elipse no se encuentra trasladada respecto del sistema de coordenadas xy, los
términos lineales de la ecuaciéon de segundo grado con dos variables seran nulos. Por lo
tanto conociendo la matriz A 'y el término independiente f se tiene una ecuacion en
términos de x e y:

> 2 3 +5 2_4=0
Zx xy 2}/ =

3.12. ROTOTRASLACION EN R
136.

En primer lugar, completamos la ecuacion cuadratica, para identificar todos los
coeficientes:

1
—xz+0y2+Ozz+2Oxy+20xz+2§yz+2x+0y—4z—5=0
Por lo tanto, sabemos que:
1
a=-1;, b=0, ¢c=0;, d=0; e=0;f=§; g=2;, h=0;, i=-4 j=-5

Ahora, escribimos la ecuacion dada de segundo grado en tres variables en forma matricial.
Es decir, XTAX+ KX+ j = 0, siendo:

- -

A continuacién, determinamos los valores propios de la matriz A. Para ello planteamos:
|A — Ml =0

,100
0 0 /2—[0/‘10=

d b f‘ l 2l; K=[2 0 —-4]; j=-5

0 0 2

_1_
0 —,1 1/2 ~0
o 15, -2

(—1—,1)(/12—%)=0

Por lo tanto, los valores propios resultan:
1 -1

11:_1, 12:_' 13:7

Podemos verificar que se cumple que:
det(A) = det(D) = /11 X /12 X A3
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También, podemos anticipar que nuestra superficie es una de estas tres opciones:
o Hiperboloide de una hoja

o Hiperboloide de dos hojas

o Cono eliptico (caso degenerado)

Yaque, 1, <0; A1,>0; 43<0

Luego, buscamos los vectores propios asociados a los valores propios:
(A-1Dv=0

8 (1) 12 i If_3/z 0 01|x I[‘1/2 0 O]lx
2|l - o Yy Yy lpl=o [0 Yy Yyly-o
0o 1, 1|z l 12 zJZ l 12 12JZ
2 0 /5 _1/2 0 /2 /5
01
Asi, hallamos vs; v2 Y v3! w2 = i cony € R— {0}
X [ 0
vl =|0| conx € R-{0} V3 = —y‘ cony R— {0}
0 LY
De cada familia de vectores, seleccionamos uno y normalizando obtenemos:
_1‘
b1 =10
10
0
t
b2=|2
7
L2
-0 ]
V2|
b3 = 2
g
L2

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 249



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

Con los vectores propios normalizados armamos la matriz P

[1 0 0 ]
l, Y2 V2|
P = | 2 2 | P es la matriz cambio de base o de transformacién de coordenadas
V2 V2
1 -5 5
2 2

Verificamos que det(P) = 1, por lo que aseguramos que esta matriz esta asociada a una
rotacion de los ejes coordenados. Por otra parte, podemos verificar que PTAP = D, donde
la matriz D esta dada por:

-1 0 0
p=|0 Yz 0
o o ~1

Como A es matriz simétrica, P es matriz ortogonal. Es por ello que la transformacion de
coordenadas, X = PX’, se llama Transformacion Ortogonal de Coordenadas. Sustituyendo
la expresion anterior en la forma matricial de la ecuacién cuadratica, obtenemos:

(PXH)TAPX)+ K(PX)+j=0

XT(PTAP)X' + (KP)X' +j =0

Reemplazando PTAP = Dy K' = KP; tenemos:

X'DX'+K'X' +j=0

Sustituyendo a continuacién las matrices en términos de sus elementos componentes,
gueda:

-1 0 0 |,.- _
1 X X
[x" y' 7] 0 /2 0 y'l+lg R 1Y |+j=0
0 0 _1/2 7' ] L7
-0 0 % _0 |
[x" vy Z] 0 /2 0 y'1+[2 0 —4]0 2 2 [y']—5=0
o o ~1/flz] 0 & 2|l
- - - 2 2
Evaluamos cada producto matricial y resulta:
12 Z,Z
—x'? +y7—7+2x’—2\/§y’—2\/§z’—5 =0

Asociamos las variables:
1 1
—(x’2 —2x') + E(y’z —4\2y") - > (z’2 +4V22')-=5=0

Completamos cuadrados:

1 1 2
—(x' = 1)? +§(y’2 —~ 2\/5)2 —E(z'2 +2v2) —4=0
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Finalmente, planteamos la siguiente sustitucion:
x"'=x"-1
y' =y =22
2" =2+ 2\2
Entonces es posible escribir:

xHZ y”2 ZHZ
S A
4 8 8

Concluimos que es un hiperboloide de dos hojas donde el eje y” es el eje de la superficie

cuadrica. Ademas, a = V4; b = ¢ = /8. Ladireccion del nuevo eje x' es paralela al vector:
bl = (1,0,0). La direccion del nuevo eje y' es paralela al vector: b2 = (0,vV2/2, V2/2), en
tanto que la direccion del eje z' es paralela al vector: b3 = (0, -V2/2, V2/2).

N [NEN

Enelsistemax 'y "z

En el sistema xyz

Figura 3.156. Representacion del Ejercicio 136. [GeoGebra]

137.

Resolucion analitica en el Texto Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. La
Figura 3.157 ilustra dicho ejercicio.

N LNEN

Enelsistemax "y "z En el sistema xyz

]

Figura 3.157. Figura 3.156. Representacion del Ejercicio 137. [GeoGebra]

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 251



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

4. ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS

Las siguientes actividades complementarias asociadas a cada una de las unidades
didécticas en las que se estructura la asignatura, estan destinadas al trabajo extra-aulico
del estudiante. Se sugiere, previo a la realizacién de las mismas, elaborar las guias de
autoevaluacién correspondientes a cada eje tematico incluidas en el texto de referencia,
[Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias, Raichman y Totter]. Esto conducira a
un mejor aprovechamiento de las guias de autoevaluacion y de las actividades
complementarias como recursos que promueven el aprendizaje autonomo y la
metacognicion.

4.1. ESPACIOS VECTORIALES

Cl Indique justificando su respuesta cuéles de los siguientes conjuntos de vectores,

constituyen una Base de R2.
a)  {(-2,-2),(5,9)}

b)  {(1.3),(-1,2), (3, 27)}
) {(-512),(9,-8)}

d) {1, 2,5), (2,-3,8)}

C2 Dados los vectores a = (0,3), b = (4,0), ¢ = (-1,2)

a) Evalle las coordenadas del vector u = 3 (a — b) en la base B = {b; c}
b) Represente graficamente los vectores.
C) Indique, justificando su respuesta, si los vectores b y u forman una base de R2.

C3 a) A partir de los datos de cada una de las siguientes figuras, determine en cada

caso, las coordenadas del vector u en la base dada por los vectores w1 y uz. Grafique.

Figura 4.1. Datos del Ejercicio C3.
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b) Verifique su respuesta empleando el Recurso Geométrico Interactivo RGI - Cambio de
base en el Capitulo 1 del [Libro Interactivo Geometria Dinamical.

C4 Dados los vectores w = (2,4), v: = (-1,-1) y v= = (-0.5,0.5)

a) Evalule las coordenadas del vector w en la base B = {vs; v=} Yy represente graficamente.
b) Evalle las coordenadas del vector u sabiendo que (u)s=(4,-3).

c) Verifique sus respuestas empleando el Recurso Geométrico Interactivo RGI-Cambio de
base en el Capitulo 1 del Libro Interactivo Geometria Dinamica.

4.2. VECTORES GEOMETRICOS. PRODUCTO ESCALAR

C5 En la Figura se muestra una piramide regular, cuyas aristas miden 3 unidades cada
una. Utilizando algebra vectorial determine:

a) Las coordenadas del vértice E de la piramide, siendo la arista BE paralela al vector
u=(-3,-3,3V2).

b) La altura h de la piramide.

C) El &ngulo entre las aristas BE y CE.

X &

Figura 4.2. Representacion grafica del Ejercicio C5.

C6 Dados los vectores: w = (4, -2), aplicado en el punto A (-2,3) y v = (0.5, 0.5),
aplicado en el punto B (2,-3):

a) Determine el vector proyeccion de w en la direccion del vector v y represente
graficamente.

b) Verifique su respuesta empleando el Recurso Geométrico Interactivo RGI-Proyeccion,
en el Capitulo 1 del Libro Interactivo Geometria Dinamica. En dicho Recurso se designa
componente de w en la direccion del vector v, al valor de k tal que:

w.
vl

proywy=m=kv,esdecir, k =

C7 Dado el vector v=(6,2):
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a) Determine las coordenadas de dicho vector en la base Bi={(3, -4);(4, 3)}

b) Represente graficamente los vectores del inciso anterior. Interprete gréafica y
analiticamente el vector (v)s

c) Efectue los cambios necesarios en los vectores de la base dada, para obtener una nueva
base que resulte ortonormal. Justifique su respuesta.

C8 Dados los vectores: a= (%,—%,O)j = (%%O)C =(0,0,1)

a) Verifique que B = {a, b, c} es una base ortonormal de R 3. Justifique su respuesta.
b) Determine las coordenadas del vector v = (4, 4, 8) en la base B = {a,b ,c}

C) Indique, justificando su respuesta, si {a,c ,v} forman una base de R3.

d) Evalle la proyeccion ortogonal del vector v en la direccidn del vector c.

4.3. PRODUCTO VECTORIAL. PRODUCTO MIXTO
C9 Dados:

a) Tres vectores cualesquiera de R3, no coplanares, u, v y w, demuestre la forma de
calcular el volumen del paralelepipedo que tiene a los tres vectores como aristas
concurrentes.

b) LospuntosA(2,2,1)m,B(4,3,2)m,C(2,4,2) myD(2,2,4)m, calcule el volumen del
tetraedro de aristas AB, ACy AD.

c) Calcule el &ngulo entre los vectores ACy AD.

ClO Dados los puntos A (0,0,0)m,B (3,0,6) m,C(-3,0,6) myD (0, 9, 0) m,
usando vectores y las operaciones apropiadas, evalue:

a) El area del triangulo de vértices A, By C.

b) El volumen del prisma de base triangular de aristas AB, ACy AD.

¢) Indique, justificando su respuesta, si {AB, AC, BC} es conjunto LD o L.

4.4. PLANOS Y RECTAS

Cll a) Deduzca una expresion que permita determinar la distancia mas corta de un

punto dato Po (Xo, Yo, zo) al plano de ecuacion: Ax+By+Cz+D =0

b) Calcule la distancia del origen de coordenadas al plano cuya ecuacion vectorial
paramétrica esta dada por: OP=(2,6,1)+u(1,0,1)+p(2,3,0).n,B e R

¢) Encuentre la ecuacién de un plano que diste 4 unidades del plano cuya ecuacién general
esn: -x + 2y + 2z + 3 = 0. (Es unico el plano hallado?

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 254



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

C12.Dadoslosplanos: m:3x-2z+4=0 ; mxy+z+3=0

a) Determine la ecuacién de la familia de planos que pasa por la interseccion de los
planos dados.

b) Halle la ecuacion del plano 3 que pasa por la interseccion de los dos planos dados
y ademas pasa por el punto Q (0,0,7)

C) Complete la expresion: El plano m es ..... alejey; El plano mz2 es ..... al plano yz.

d) Represente graficamente los planos m, n2, t3 y verifique las respuestas dadas en el
inciso anterior

C13 Dada la funcién y=f(x), real y continua en el intervalo [xa, xz8], en el que f(x) tiene

un cero. (es decir: f(xa).f(x8)<0)

a) Obtenga la ecuacion de la recta L que une los puntos A (xa, ya) y B (xs, ys) de la
curva.

b) Determine la abscisa para la cual la recta L del inciso anterior intersecta al eje de
las abscisas x.

C) Indique sobre qué intervalo repetiria el procedimiento indicado en los incisos a) y
b) para obtener una mejor aproximacion a la raiz de f(x) =0

Cl4 Dada la funcién y=f(x), real y continua en el intervalo [xa, xg], en el que f(x) tiene
un cero. (es decir: f(xa).f(xs)<0 ).
a) Obtenga la ecuacion de la recta L tangente a la curva y = f(x) en el punto A(xa , ya)

b) Determine la abscisa para la cual la recta L del inciso anterior intersecta al eje de
las x.

C) Indique un procedimiento para obtener una mejor estimacion de la raiz de f(x)= 0.
x=2-2
C15 Dadas las siguientes rectas: Ly:yy =1 + 24 AeR Ly: {Zx +xy_+ZZ__01 =0

z=—4—-21
a) Encuentre la ecuacion vectorial parameétrica y las ecuaciones simétricas de la recta L2.
Identifique los numeros directores.

b) Indique justificando su respuesta, si las rectas dadas son paralelas, secantes o alabeadas

c¢) Determine la ecuacion de un plano paralelo a las rectas L1y L2 y que diste V32 del punto
Q (1,0, 0). ¢(Es unico dicho plano?

d) Determine la proyeccion del punto R (24, 12, 36) sobre el plano xy, paralelamente a la
recta L2
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C16 Dadas las siguientes rectas: Li:(X,y,2)=(0,6,2)+u(0,-2,2) neR

L2:(X,y,2)=(12,2,4)+pB(0,1,2) BeR
a) Determine la distancia entre las rectas dadas L1y Lo.
b) Determine coordenadas del punto R de interseccion de la recta L2 con el plano xy.

c) Determine la ecuacién de un plano 1 perpendicular a la recta L1 y que se encuentra a
V2 unidades del punto Q (2,1,1). ¢Es Gnico dicho plano?

C17 Dada la recta L1 que pasa por el punto P1(1.5,0,0) y tiene por vector director au =

(0,-5,3), y el plano m1 que pasa por Q (-4,3,4) y cuyo ventor normal es n = (5,0,0):
a) Determine la posicién relativa entre larectay el plano dados y represente graficamente.

b) Verifique su respuesta empleando el Recurso Geométrico Interactivo RGI-Posiciones
relativas entre recta y plano, contenido en el Capitulo 2 del [Libro Interactivo Geometria
Dinamica].

C18 Dada la recta L1 que pasa por el punto P:(5,0,5) y tiene por vector director al
vector dr: = (5,0,0) y la recta L2 que pasa por el punto P2 (5,5,0) y tiene por vector director
al vector dr= = (3,-3,0):

a) Determine la posicién relativa entre las rectas dadas y represente graficamente.

b) Verifique su respuesta empleando el Recurso Geométrico Interactivo RGI-Posiciones
relativas entre rectas, del Capitulo 2 del Libro Interactivo Geometria Dinamica.

Clg La Figura 4.4 muestra una estructura de acero definida por los puntos:

A(0, 0, 12); B(6, 0, 12); C(0, 0, 0); D(6, O, 0); E(6, -6, 0); F(O, -6, 0) y H(3, 0, 12).
a) Obtenga la ecuacion del plano m; que pasa por los puntos F, E y H. Indique la posicién
relativa entre 1, y el gje z.

b) Indique la posicidn relativa entre las rectas L1y Lz, siendo L la recta que pasa por Hy
E,y L2 la recta paralela al eje z que pasa por D.

Figura 4.4. Representacidn gréfica del Ejercicio C19.
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c) Para las rectas L1y L2, encuentre su punto de interseccion, o la distancia minima entre
ellas, segun corresponda. (Exprese su respuesta aproximando con un decimal).

d) Encuentre el &ngulo entre el panel ABCD y la recta L1.
Justifique sus respuestas utilizando operaciones exclusivamente vectoriales.

4.5. CIRCUNFERENCIAS
C20.

a) Escriba la ecuacion de la familia de circunferencias que pasan por la interseccion
de las circunferencias C;:x2+y?2—8x+8y+7=0 y Cpx?>+y2+2x+2y—23=0

b) Determine la ecuacion de la circunferencia Cs; que pertenece a dicha familiay cuyo
centro se encuentra sobre el eje x.

C) Halle la ecuacion del eje radical de las dos circunferencias dadas y evalue la longitud
de la cuerda comuan a las mismas.

d) Verifique, grafica y analiticamente, que el eje radical es perpendicular a la recta que
une los centros de las circunferencias dadas.

C21 Demuestre que la recta tangente a una circunferencia de centro C(h,k) y radio r,

en un punto cualquiera T (xt,yT), es perpendicular al ssgmento de recta que une el centro
C con el punto de tangencia T.

C22 Halle la ecuacion general de la circunferencia cuyo centro es C (2, —4) y es

tangente a la recta L: x —y = 0. Represente graficamente.

C23 Determine gréafica y analiticamente las ecuaciones de las rectas tangentes a la

circunferencia de ecuacion C;:x? + y? +8x — 10y + 32 =0 que pasan por el punto
exterior Q (-7,-3).

4.6. PARABOLAS

C24 Determine los elementos de las pardbolas dadas por las siguientes ecuaciones y
represente graficamente:

a) x2=12y

b) y2 = 16x

) (x-3)2=-8y-4)

d) y2+4x+2y+9=0
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C25 Halle el lugar geométrico de la conica tal que la distancia desde uno cualquiera

de sus puntos hasta el punto R (1,4) sea la misma que la distancia hasta la recta L de
ecuacion L: y — 6 = 0. Represente graficamente.

C26 Se cuenta con un terreno de un ancho disponible de 70 m para desarrollar la

cubierta parabdlica de un estadio polideportivo.

a) ¢Cudl eslaaltura que alcanzara el arco en su centro si el lado recto de la parabola que
lo representa es de 100 m?

b) ¢A qué distancia de los extremos es posible colocar una estructura de 6 m de altura?

¢) Indique ecuaciones paramétricas que permitan describir al arco y halle con las mismas
la altura de un punto situado a 10 m del centro.

C27 Determine la familia de parabolas de eje focal coincidente con el eje y y cuyo

vértice es el punto V (0,4).

C28 La estructura reticulada de la figura esta formada por dos arcos parabdlicos y

posee una longitud entre los apoyos Q y R de 90m. La altura maxima de ambos arcos es
de 50m y 65m respectivamente. Los montantes verticales se encuentran a una distancia
horizontal de 15m entre si.

15m

50m

y 2

Figura 4.5. Representacion grafica del Ejercicio C28.

a) Seleccione un sistema de coordenadas apropiado y determine las ecuaciones de los
dos arcos.

b) Calcule la longitud de los montantes 3-4, 5-6 y la longitud de la diagonal 4-5.
C) Utilice el software GeoGebra para verificar sus respuestas.

C29 En el disefio geométrico de un tobogan de 20 m de altura, se ha determinado que

el perfil del mismo esté formado por la unién de un segmento parabdlico al inicio (con eje
focal coincidente con la escalera vertical de ascenso) seguido por un segmento recto que
llega hasta el suelo. Se quiere aprovechar al maximo el espacio disponible del terreno, por
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lo cual se exige que el pie del tobogan se encuentre a 40 m de la mencionada escalera
(punto Q). Los ingenieros han determinado que, a fin de que los nifios puedan adquirir
velocidad, pero conservando intacta la seguridad, el pardmetro de la pardbola al comienzo
es p = —20.

a) Elija un sistema de referencia adecuado y exprese la ecuacion cartesiana de la parabola.

b) Encuentre la ecuacion de la recta a la que pertenece el segmento recto Y determine el
punto de union entre los dos segmentos y la ecuacion del lugar geométrico del tobogéan.

c) Verifique la pendiente de la recta utilizando derivacion implicita de conicas.
d) Verifique los incisos B y C utilizando GeoGebra.

4.7. ELIPSES E HIPERBOLAS

CBO Halle la ecuacion general de una elipse, cuyo centro es C (1, 1), uno de sus vértices

es V (1, 6) y su excentricidad vale 0,6. Represente graficamente, indicando sus elementos.

CB 1 La base de un arco semieliptico tiene 22 metros de amplitud, en tanto que la altura

en correspondencia con el eje de simetria es de 8 metros.

a) Seleccione un sistema de coordenadas adecuado y determine la ecuacidon que
representa la forma del arco.

b) Calcule la altura del arco en correspondencia con los focos.

C) Determine el valor de la pendiente de la recta tangente estando a 2 metros de uno
de los extremos.

d) Represente graficamente.

CBZ.Una cupula antigua tiene una seccion vertical semieliptica. La amplitud de la base

de dicha seccion vertical es de 14 m y su altura en correspondencia con el eje de simetria
es de 4 m. Si un ingeniero se sitda en uno de sus focos ¢a qué altura se encuentra la cipula?
Represente graficamente.

CSB Determine una familia de elipses cuyos focos son: F1(3,-2) y F2(3,6).

C34 Verifique la respuesta dada en el ejercicio C23 con la ayuda del Recurso

Geométrico Interactivo RGI — Tangentes a una elipse por un punto exterior, contenido
en el Capitulo 4 del Libro Interactivo Geometria Dinamica.

C35 Determine gréafica y analiticamente las ecuaciones de las rectas tangentes a la

elipse E por el punto exterior Q (10,4). La elipse E es tal que sus focos son los puntos Fi (-
4,5)y F2(2,5) y pasa por el punto Po (2,2). Verifique la respuesta con la ayuda del Recurso

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 259



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

Geométrico Interactivo RGI-Tangentes a una elipse por un punto exterior, contenido en
el Capitulo 4 del Libro Interactivo Geometria Dinamica.

C36 Halle la ecuacién de la hipérbola que pasa por el punto (3, —1), su centro es el

origen, su eje focal es el eje x y una de sus asintotas es la recta L: 2x + 3,2y = 0. Grafique.

C37 Dada la ecuacion: x? —y2+4x —4y —4 =10

a) Identifique la conica y todos sus elementos.

b) Determine el angulo que forman las rectas L1y L2, siendo L1y Lz las rectas tangentes
alaconicaen los puntos en los que ésta intersecta a la cuerda focal que pasa por el foco de
menor abscisa.

C) Grafigue la conica (indicando todos sus elementos) y las rectas L1 y Lo.

d) Verifique sus respuestas representando graficamente la conica con el software
GeoGebra y utilizando los Comandos Tangente y Angulo.

C38 Halle la ecuacion y los elementos de la hipérbola de centro en C (3, 2), focoen F
(13, 2) y de excentricidad 5/4. Represente.

C39 Dada la ecuacion cuadratica: M2 -16y2—-36x+64y—172=0

a) Identifique la conica y todos sus elementos.

b) Determine el &ngulo que forman entre si las rectas tangentes a la cénica, L2y Ls, en
los puntos de interseccion de la misma con larecta Li: y =6

C) Grafique la conicay las rectas Li, L2y L3 .

C4O Determine grafica y analiticamente las ecuaciones de las rectas tangentes a la

hipérbola H por el punto exterior Q (0,6). La hipérbola H es tal que sus focos son los
puntos F1(3,1) y F2 (-2,1) y pasa por el punto Po (-2,-1). Verifique la respuesta con la ayuda
del Recurso Geométrico Interactivo RGI — Tangentes a una hipérbola por un punto
exterior, contenido en el Capitulo 4 del Libro Interactivo Geometria Dinamica.

C41 Deduzca una expresion que permita calcular el lado recto de una hipérbola de

centro C (h,k), semiejes ay by eje focal paralelo al eje y.

C42 Evalle la pendiente de la recta tangente en un punto extremo de un lado recto

para la parabola, la elipse y la hipérbola. ;Qué conclusiones obtiene?
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C43 Dada la elipse de centro en el origen de coordenadas y eje focal el eje de abscisas

verifique la propiedad de reflexion en un punto extremo del lado recto correspondiente al
foco F1 (c,0).

4.8. SUPERFICIES

C44 Utilice los Recursos Geomeétricos Interactivos contenidos en el Capitulo 5 del

Libro Interactivo Geometria Dinamica para estudiar y comparar las superficies
cuadricas cony sin centro. Elabore un cuadro comparativo que sintetice sus conclusiones.

C45 Identifique las siguientes superficies cuadricas (dar el nombre e indicar si se trata

de una superficie cuadrica con o sin centro). Represente graficamente.

9 4 16
2 2
b) LR
9 4
9 4 16
2 2 2
X_+y_+z_:]
9 4 16
2 2
e) X Yy
9 4

C46 Represente graficamente las siguientes superficies cuadricas, indicando en cada

caso sus trazas y si se trata o no de una cuddrica de revolucién. Justifique apropiadamente
sus respuestas y verifique las mismas utilizando los Recursos Geométricos Interactivos
RGI — Superficies, del Capitulo 5 del Libro Interactivo Geometria Dindmica.

a) Elipsoide de semiejes a=8, b=4, c=5

b) Hiperboloide de una hoja de semiejes a=3, b=3, c=2.5
¢) Hiperboloide dos hojas de semiejes a=1.5, b=2, c=1.5
d) Paraboloide eliptico de semiejes a=1.75, b=1.25, c=4
e) Paraboloide hiperbdlico de semiejes a=1.5, b=1.5, c=3

C47 Se desea construir una cubierta de generatriz semieliptica para un centro

cultural, que cubra un espacio circular de 100 m de diametro con una altura en el centro
de dicho espacio de 40m. Seleccione un sistema de coordenadas adecuado al problemay
halle la ecuacién cartesiana de la cubierta de dicho centro cultural.
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C48 a) Dada la superficie x2 + y2 =-4 (z— 3), con z =0, determine la ecuacion vectorial

paramétrica de la curva intersecciéon con el plano x + 3z- 8 = 0.

b) Determine la ecuacion vectorial paramétrica de la curva que resulta de la proyeccién
sobre el plano xy de la curva hallada en el inciso (a).

c) Represente graficamente.

d) Verifique sus respuestas graficando los lugares geométricos y usando los comandos
Interseca Recorridos y Curva del software GeoGebra.

C49 Realice las actividades indicadas en el Recurso Geométrico Interactivo RGI —

Paraboloide Hiperbdlico del Capitulo de Superficies y Secciones, Capitulo 6 del Libro
Interactivo Geometria Dinamica.

4.9. LUGARES 'GEOMETRICOS en COORDENADAS
POLARES, CILINDRICAS y ESFERICAS

C5O Determine la ecuacion en coordenadas polares de una elipse con excentricidad

e= 0.8, pardmetro p=5 y directriz perpendicular al eje polar a la derecha del polo.
Represente graficamente. Verifique sus respuestas (grafica y analitica) empleando el
Recurso Geométrico Interactivo RGI-Cénicas en coordenadas Polares, incluido en el
Capitulo 4 del Libro Interactivo Geometria Dinamica.

C51 Determine la ecuacion en coordenadas polares de una parabola con, parametro

p=4.4y directriz paralela al eje polar debajo del polo. Represente graficamente. Verifique
sus respuestas (grafica y analitica) empleando el Recurso Geométrico Interactivo RGI—
Conicas en coordenadas Polares, incluido en el Capitulo 4 del Libro Interactivo
Geometria Dinamica.

C52 Deduzca las formulas de transformacion que expresen coordenadas cilindricas

en términos de coordenadas rectangulares y viceversa.

C53 Trace la gréfica de cada una de las siguientes ecuaciones en coordenadas
cilindricas:

a) p =10
by 6==
C) z=10

C54 Dada la ecuacién en coordenadas cilindricas: p(2cos6 + 5senf) + 8z =0
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a) Obtenga la ecuacion en coordenadas cartesianas
b) Obtenga la ecuacion en coordenadas esféricas
c) Represente graficamente.

4.10. ROTACIONES y TRASLACIONES en el PLANO y en
el ESPACIO

C55 Dada la ecuacion cuadratica:  3x2 + 8xy -3y2-10=0

Halle un sistema de coordenadas respecto del cual la conica tenga su forma normal, halle
la forma normal, identifique la cdnica y grafiquela.

C56 Para los siguientes valores y vectores propios correspondientes a la matriz de la

forma cuadratica asociada a la ecuacion de una cénica, y los datos indicados de dicha
ecuacién en el sistema coordenado xy: identifique la cénica, indique la ecuacion de la
misma en el nuevo sistema coordenado y represente graficamente A;=4 y A-=-3

1 1
b,=| V.. b=\ K=[-2vZ 3v2] ; f=24
7 7

C57 Teniendo en cuenta la informacién del siguiente grafico, halle la ecuacion de la

conica en el sistema coordenado xy.

-8

Figura 4.6. Representacion gréfica del Ejercicio C56.
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C58 Dada la ecuacion cuadratica: 2xy—z=20

Halle un sistema de coordenadas respecto del cual la cuadrica tenga su forma normal,
halle la forma normal, identifique la superficie cuadrica y grafiquela.

C59 Para los siguientes valores y vectores propios correspondientes a la matriz de la

forma cuadratica asociada a la ecuacion de una superficie cuadrica, y los datos indicados
de dicha ecuacion en el sistema coordenado xyz: identifique la superficie, indique la
ecuacion de la misma en el nuevo sistema coordenado y represente graficamente en el
nuevo sistema coordenado.

0 0 1
M=-3 ; =4 ; A=5 ; b;=|-3/5[; b,=|4/5(; b;=]0
4/5 3/5 0
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5. RESPUESTAS Y/O RESOLUCIONES DE LAS
ACTIVIDADES COMPLEMENTARIAS

Al estudiante:

El presente Capitulo cuenta con respuestas y algunas resoluciones sintéticas de los
gjercicios complementarios, para que puedas validar las tuyas. S6lo en algunos casos
especiales encontraras el desarrollo completo, tanto grafica como analiticamente. Antes
de leer las respuestas, te sugerimos resolver cada ejercicio en forma completa, realizar los
graficos en lapiz y papel y verificar la coherencia grafico-analitica de tus resoluciones. En
tu carpeta de trabajo deben quedar todas las justificaciones y los desarrollos completos de
los ejercicios, incluyendo los graficos, aun cuando no estén aqui indicados.

5.1. ESPACIOS VECTORIALES
Cl.

a) No es base de R?.
b) No es base de R2.
c) Es base de R?.

d) No es base de R?.

C2.
a) El vector u = (—12,9), porlotanto (u)g = (—18—52)

b) Forman una base de R?.

C3.
Casol: (w)g = (—4,-3)
Casoll: (W) =(—-1,—-1)

C4.
a) (w)g = (-3,2)
b) u = (—2.5,—5.5)

5.2. VECTORES GEOMETRICOS PRODUCTO ESCALAR
Cs.
3 32

Lot 3
a) Las coordenadas del vértice E son (E 5 T)
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b) La altura de la piramide es h = 32 [L] .
2

c¢) El angulo entre las aristas BE y CE mide 60°.

Ceé.

proy,w = (1,1)

C7.
a) ), = (%)

c) Los vectores u, y u, son ortogonales. Al normalizarlos se obtiene una BON de R? dada
g =13 _% (%3

por: B, = {(5 5)’(5’5)}

CS.

a) Los tres vectores son ortogonales entre si y tienen norma uno, por lo tanto, es BON de

]R3

b) (v)B = (O ) 4\/§; 8)

c) Son tres vectores de R3 LI, entonces generan a R3 y por lo tanto forman una base de R3.
v.c

d) Proy.v =—=(0,4v2,8).(0,0,1) =8

llell

5.3. PRODUCTO VECTORIAL. PRODUCTO MIXTO
Co.

a) Ver Capitulo 1 de Geometria Analitica para Ciencias e Ingenieria [Raichman, Totter].
b) El volumen del tetraedro es 2m3.
c¢) Elangulo entre ACy AD es aproximadamente 63°.

C1o0.

a) A = 18m?

b) V =162m3

C) Los vectores AB, AC y BC son linealmente dependientes ya que su producto mixto
es nulo.

5.4. PLANOS Y RECTAS
C1L.

a) Ver Capitulo 2 del Texto Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias, [Raichman,
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Totter].
. . f 9
b) La distancia del origen al plano dado es Nori [L].
c¢) Existen dos planos que distan a 4 unidades del plano m, cuyas ecuaciones generales son:
m:—x+2y+2z2—9=0 my:—x+2y+2z+15=0

Cl2.

a) La ecuacion de la familia reducida de planos que pasa por la interseccion de m;y 7,
es:3x —2z+4+A(y+2z+3)=0 AeR

b) m3:3x+y—2z+7=0
C) El plano m; es paralelo al eje y; el plano m, es perpendicular al plano yz.

Se realiza una interpretacion geométrica con los datos del enunciado:
y
f

£(x5) L

flo)

xA c xB

f(xa)

Figura 5.1. Representacion gréafica del Ejercicio C13.

a) Larecta L une los puntos (x4, f(x4)) Y (x5, f(xg)), por lo tanto su pendiente esta dada

por: m = W . Por lo tanto, la ecuacién de la recta L puede escribirse como:
B~™XA

hmm=F32:g“Ww—mhfmo

b) La recta L intersecta al eje de las abscisas x cuando g(c) = 0. Por lo tanto, se
determina la abscisa del punto (¢, 0), a partir de la ecuacion de la recta L:

Ozvug—ﬂm>

Xp — X4

l (c = x4) + f(xa)

_ f(xp)xs — f(x4)xp
fxg) = f(xa)
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c) Para obtener una mejor aproximacion de la raiz de f(x)=0, se procede de la siguiente
manera:

Si f(c) tiene distinto signo que f(x,), se repite el procedimiento indicado en los incisos
anteriores para el intervalo [x,, c].

Si f(c) tiene distinto signo que f(xg), se repite el procedimiento indicado en los incisos
anteriores para el intervalo [c, x5 ].

Este método de aproximacion de raices de ecuaciones no lineales se denomina Método de
Regula Falsi y se implementa en la asignatura Métodos Numeéricos.

Cl4.

Se realiza una interpretacion geométrica con los datos del enunciado:

AY

fi

fi

X1 X2 Xk Xk+1

Figura 5.2. Representacion gréafica del Ejercicio C14.

a) Analiticamente la recta L pasa por el punto [xy, f (x;)], ¥ su pendiente se puede calcular
comof’(x;). Por lo tanto, la ecuacion de la recta L resulta:

L:g(x) = f(x) = f'(x) (x = X)

b) La recta L intersecta al eje de abscisas x cuando g(x;,,) = 0. Se determina la abscisa
del punto (x,4,0) a partir de la ecuacion de la recta L:

0 — f(xx) = f'(xk) 1 — Xi)
f (k)

xk+1 = xk _f,(xk)

c) A los efectos de obtener una mejor estimacion de la raiz de f(x)=0, se repite el
procedimiento anterior con la recta que pasa por el punto (x4, f (xx+1)). Este método de
aproximacion de raices de ecuaciones no lineales se denomina Método de Newton
Raphson y se implementa en la asignatura Métodos Numeéricos.

C15.

a) Laecuacion vectorial paramétricade L,: (x,y,z) = (0,1,0) + t(—1,3,—1) te R.
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. . P X -1
Las ecuaciones simétricas de larecta L,: — = yT =—.

I
I
=

Los numeros directores son: u, = —1,u, =3y us
b) L,y L, son rectas alabeadas.

c) Existen dos planos paralelos a L; v L, que disten +/32 unidades del punto Q, cuyas
ecuaciones generalesson:my : x —z+7=0; my:x—z—9=0.

d) Laproyeccionde R enel plano xyes R'(—=12; 120; 0).

Cl6.
a) Ladistanciaentre L,y L, esd = 12 [L].
b) R(12,0,0)

c) Hay dos planos perpendiculares a L, que distan v2 unidades del punto Q, cuyas
ecuacionesson: my = -2y+2z+4=0y m, = -2y+2z—4=0.

Cl7.
a) Se tiene L;:(x,y,z) =(150,0)+p(0,-53) confeER y m;:5x+20=0, son
paralelos no coincidentes.

Cl8.

a) d;q # kd,por lo tanto no son paralelas, luego (d;; Ad;3). PP, = 75 entonces las
rectas son alabeadas.

C19.

a) Se obtienen dos vectores paralelos al plano r,: EF = (—6,0,0) y HF = (—3,—6,—12).
Luego n,q = (EF ANHF) = (0,—-72,36) .

Se concluye que la ecuacion del plano es m;: — 72y + 36z — 432 = 0. El plano r; y el eje
Z son secantes.

b) Se tiene la rectal;:(x,y,z) =(6,—6,0)+ a(3,—6.—12)cona € R y la recta
L,: (x,v,z) = (6,0,0) + 3(0,0,1) con g e R. Como d;; # kd;, no son paralelas, luego
(d;1 Nd;3).P1P, = —18, entonces las rectas son alabeadas.

La distancia entre las rectas L,y L, es d = 2.7[L].
¢) El angulo comprendido entre el panel y larecta L,es: B = 64° 0 a = 26°.

5.5. CIRCUNFERENCIAS
C20.

a) Familia de circunferencias que pasan por la interseccién de C; y Cs:
x24+y2—8x+8y+7+u(x*+y*+2x+2y—23)=0conu€R
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b) Csix?+y?+=x—33=0

c) Laecuacién del eje radical es —5x + 3y + 15 = 0. La longitud de la cuerda comun a las
circunferencias es ||P{P,|| = 8.16[L].

d) La recta que pasa por los centros de las circunferencias C; y C,, esta dada por: y =
—3x -2 Es una recta perpendicular al eje radical ya que sus pendientes son inversas y

5 5
opuestas.

C2L

La ecuacion de la circunferencia que tiene centro en C(h, k) y radio r es

C: (x —h)?+ (y —k)®> =r?yelvector CT = (x; — h,yr — k).

Como se debe probar que CT es perpendicular a la recta tangente, se determina el vector
director de la misma, d; , derivando implicitamente C,y’ = —;%Z evaluada en el punto

T(xr, yr) Se tiene y, = ';:; .

Porlotantod; = (yr —k,h — xr).

Para demostrar que d;, es perpendicular a CT, se calcula el producto escalar:

dy.CT = (yr —k,h —x7). (xp — h,yr — k)

d;.CT=yrxr — hyy — kxr + kh + hyr — kh — yrx¢ + kxp

d,.CT =0

Queda demostrado que la recta tangente a la circunferencia de centro en C(h, k) y radio r
, s perpendicular al segmento que une el centro con el punto de tangencia.

C22.

La ecuacion de la circunferenciaes: (x — 2)? + (x + 4)? = 18.

C23.

La ecuacion general de la circunferencia es x? + y? + 8x — 10y + 32 = 0 al completar
cuadrados, se obtiene la ecuacion cartesiana:

(x+4)>+ (y—5)>=3%luego C(—4,5)y r = 3.

La familia de rectas (no verticales) que pasan por el punto Q(—7,—3) resulta: y + 3 =
m(x +7) conm € R, cuya ecuacion general es

mx—y+7m—3=0conm€R.

La distancia del centro de la circunferencia, C(—4,5), a larecta tangente es igual al radio,

por lo tanto:
_ |Ax0+By0+C|
— Jazip?
_ Im(=4)-1(5)+7m-3|

Jm2+(-1)2
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-z . 55 55
Al resolver la ecuacion, se obtiene m = 25 Por lotanto L;:y = e 5.

La Unica recta que pertenece a la familia, que es tangente a la circunferenciay que ademas
pasa por Q es L;.
Ahora se verifica si la recta vertical que pasa por Q , es decir x = —7 es tangente a la
circunferencia, obteniendo si existe la interseccion entre ambos lugares geométricos:
{x2+y2+8x—10y+32 =0

x=-7
Al resolver el sistema se obtiene una Unica solucion que es el punto T(—7,5). Por lo tanto,
las rectas tangentes a la circunferencia que pasan por el punto Q son:

Ll:y=£x+5 y Lz:x= _7

5.6. PARABOLAS
C24.
a) x?=12y

Eje focal: ejey p==6
Veértice: V(0,0) Foco: F(0; 3)
Directriz: Lado Recto:
D:y=-3 ILR| = 12

Puntos extremos del lado recto:
A(—6;3)y A'(6;3)

b) y?=16x

Eje focal: eje x p=38
Veértice: V(0,0) Foco: F(4;0)
Directriz: Lado Recto:
D:x =—-4 |ILR| = 16

Puntos extremos del lado recto:
A(4;8)y A'(4;-8)

) (x—3)?=-8(y—4)
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Eje focal:

paralelo al eje y

p=—4

Veértice: V(3,4) Foco: F(3;2)
Directriz: Lado Recto:
D:y=6 ILR| =8

Extremos del lado recto:
A(7;2)y A'(7; -2)

d  y2+4x+2y+9=0

Eje focal:

paralelo al eje x

p=-—2

Vertice: Foco: F(—3;-1)
V(-2,-1)

Directriz: Lado Recto:
D:x=-1 |LR| = 4

Puntos extremos del lado recto:

C25.

La condicion impuesta coincide con la definicion de parabola, la ecuacidon que responde a
los datos es: (x — 1)2 = —4(y — 5).

C26.

Considerando un sistema de referencia dénde el eje x coincide con el nivel de suelo y el
ejey con el eje focal de la parabola la forma de la ecuacion que describe la seccion
transversal de la cubierta parabdlica es:

x2 =2p(y —k); conV(0,k).

Se conoce que |LR| = |2p| = 100, por lo tanto, se obtiene que p = —50.

En el sistema de referencia elegido, la pardbola pasa por los puntos B(—35,0) y C(35,0).
Luego 352 = —100(0 — k) y se obtiene k = 12,25.

La ecuacion de la parabola que describe la seccion transversal de la cubierta resulta:

x? =—-100(y — 12,25) para y >0
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a) La altura méxima que alcanzara el arco es 12,25m desde el nivel del suelo.

b) Si se necesita colocar una estructura de 6m de altura, se determina la distancia a los
extremos sustituyendo y = 6 en la ecuacion obtenida en a):

x? =—100(6 — 12,25)

Luego x = 25 0 x = —25. Por lo tanto, se dispone de una altura de 6m a una distancia de
10m de los extremos.

C) Las ecuaciones paramétricas que permitan describir el arco son:
x=t
2
{yz—t +1225 tER
—-100

Parat = 10, se obtiene y = 11,25. Es decir que la altura de un punto situado a la 10m del
centroes 11,25m.

C27.

La familia de parabolas de eje focal coincidente con el eje y, cuyo vertice es el punto V(0,4)
es:

x2=2t(y—4) teR.

C28.

a) Se trabaja con el eje x en coincidencia con el nivel de los apoyos y con el eje y en
coincidencia con los puntos de mayor altura las parabolas (vértices). Siendo el eje y el eje
focal de ambas parabolas.

La ecuacion de la pardbola correspondiente al arco superior es:

x? = —31,16(y — 65) con 0 < y < 65.

La ecuacion de la pardbola correspondiente al arco inferior es:

x? = —40,50(y —50) con 0 <y < 50.

b) Se determinan las coordenadas de los puntos pertenecientes a las parabolas cuyas
abscisas son x =-—15m yx =-30m (sabiendo que los montantes se encuentran
distanciados 15m en horizontal):

Obtenemos: P;(—15;57,58), P,(—15; 44,44) , Ps(—30;36,12)y P;(—30;27,78)

Las longitudes de los montantes se determinan como: ||P3P4|| = 13,34m ||PsPg|| = 8,34m
y la longitud de la diagonal 4-5 es: |P4Pg|| = 17,15m.

C20.

a) Elaborado el croquis del problema, se ve que es posible colocar el origen del sistema
de coordenadas cartesianas en varios puntos de interés (punto O 6 B de la figura). Lo
importante es la consistencia en las ecuaciones derivadas. En este caso, se elige como
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origen del sistema de referencia al vértice de la parabola, punto B, que es el punto més alto
del tobogan.

30

% 50 60

] -50 —40 - =20 -10 0 10 20

Parabola a la que pertenece el segmento de tobogan
20

Figura 5.3. Representacion grafica del Ejercicio C29.a.

Para el esbozo de la gréafica en forma aproximada, recuérdese que el vértice V (0,20)
equidista |§| tanto de la recta directriz como del parametro. Por lo tanto, el foco de la

parédbola tiene coordenadas (0, 10). Perpendicular al eje focal y pasando por el foco,
sabemos que el lado recto mide:

LR = |2p| = 40
Lo que permite ubicar los puntos A (20,10) y A’ (-20,10) de la parabola, y hacer un grafico

estimado de esta. Reemplazando en la ecuacién cartesiana de la parabola de eje focal
coincidente con el eje ‘y’ se obtiene la ecuacion de la parabola:

2p(y — k) = (x — h)?

—40(y — 20) = x?

b) La familia de rectas que pasa por el punto Q(x,,y,) es, utilizando la forma punto
pendiente de las mismas, (y — o) = m(x — xg):

y = m(x — 40)

Para encontrar el punto de encuentro entre el segmento parabdlico y el segmento recto, se
plantea la interseccion de ambos lugares geométricos:

{ —40(y — 20) = x?
y = m(x — 40)

Reacomodando las ecuaciones y despejando énla de abajo la variable ‘y’:

{ x2+ 40y —800=10 (1)
y =mx —40m (2)

Sustituyendo (2) en (1)
x? +40(mx —40m —20) =0
x? + 40mx — 1600m — 800 = 0 (3)
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La cual es una sola ecuacion con dos incognitas. Sin embargo, se interpreta del problema
gue el segmento recto es tangente al segmento parabdlico, ya que sino el tobogan
presentaria un quiebre en el disefio y no una transicion suave, algo que no es admisible.
Por tanto, puede aplicarse a la ecuacion (3) la condicion de tangencia, es decir, que el
discriminante de la ecuacion cuadratica sea nulo ( b2 — 4ac = 0), con los coeficientes:

a=1:b=40m;c=-1600m — 800

Reemplazando:

(40m)? — 4.1. (—1600m — 800) = 0

1600m? + 6400m + 3200 = 0

Teniendo esta ecuacion cuadratica en la variable m, se resuelve de la siguiente manera:

—b +Vb? —4ac _ —6400 +,/(6400)? — 4.1.3200

M2 = 2a 21
m1 = _2 - \/E
m2 - _2 + \/E

Al existir dos rectas tangentes a la parabola que pasan por el punto Q, se buscan los puntos
de interseccion de ambas rectas con la parédbola, y se descarta el que no posea significado
fisico para el problema de interés:

{ y1=(-2-2).(x — 40) (9
x,% + 40y, —800 = 0 (5)
Sustituyendo (4) en (5)
x2 4+ 40(—2 — V2).(x; — 40) —800 = 0
x,2 +40(=2 = V2)x, + 40(80 — 40v2) — 800 = 0

—b +Vb? — 4ac
Xy =
2a
—40(-2-v2) + J(40(—2 —V2))2 — 4.1.(40(80 — 40v2) — 800)
1= 2.1
x; = 68,28

Como se ve, es imposible que el punto de interseccion esté en la abscisa 68,28 ya que alli
el tobogan no existe. Por tanto, se calcula el punto de interseccion con la otra pendiente:

x,2 +40(—2 — V2). (x, — 40) — 800 = 0
x2% +40(—=2 — V2)x, + 40(80 — 40v2) — 800 = 0

—b ++Vb?% — 4ac
X2 = 2a
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—40(-2++2) + J(40(—2 ++/2))2 — 4.1. (40(80 + 40v2) — 800)
¥2 = 2.1

x, = 11,715

Para dicha abscisa, con la ecuacion de la recta (aunque puede efectuarse también con la
ecuacion de la parédbola), se busca la ordenada correspondiente:

v, = (=2 +V2)(x, — 40)
y, = 16,57
Por lo tanto, el punto de interseccion de ambos segmentos es P (11,715; 16,57).
Finalmente, el lugar geométrico que ocupa el tobogan resulta:
—40(y —20) = x2 0<x<11,715
{ y=(-2+V2)(x—40), 11,715 < x <40

c¢) Derivando implicitamente la ecuacion de la parabola (eje focal // al eje y’):
4 _ _ 4.2

—Cr(y—k) =—x

2py’ = 2x

!

y ==

p
. . - 11,715
Reemplazando la abscisa por la correspondiente al punto de tangencia, y'; = %T =0

y'r = —0,5857 = —2 +/2
Que es el mismo valor de la pendiente m,.

d)
y=(-2+sqri(2)) (x;40)

P=(11,715,16,58)

0y - = w2
40(y-200= 2

Figura 5.4. Representacion grafica del Ejercicio C29.c.
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5.7. ELIPSES E HIPERBOLAS

C3o.
Siendo €(1,1) y unos de sus Vvértices V/(1,6), existe dos opciones:
2
i) Elipse con eje focal paralelo al eje y: o= 1) + @4—1) 1
2 —1)\2
il) Elipse con eje focal paralelo al eje x: (ZZ—?Z + % =1

C31.
a) Se elige el origen del sistema de coordenadas en el centro del arco semieliptico, con
el eje y en coincidencia con el eje de simetria y el eje x en coincidencia con el nivel del
suelo. Luego a = zsz =11m y por lo tanto b = 8 m. Por lo tanto, la ecuacion del arco
semieliptico es:

x2 y2

e !

y=0

b) La altura en correspondencia con los focos es el valor de la ordenada para la
abscisa x = c. Por lo tanto, se calcula c de la siguiente manera:
c=\/a2—b2 =\/112—82 = V/57m = 7,55m

Al reemplazar x = 7,55 en la ecuacién del arco se obtiene la altura en correspondencia con
los focos:

57 N
_8 1_F —F——m—582m

Se deriva implicitamente para encontrar la pendiente de la recta tangente:

2x 2y y’
et =0
., 8«x
YT T 1z

Los extremos se corresponden con un valor de 11m para la variable x, por lo que a 2 m del
extremo, x = 9. Se calcula la ordenada del punto (9, y):

’ 92 16V10
y—8 1—F 11 :4,607’7’1

Luego se calcula la pendiente de la recta tangente al sustituir (9;4,6) en la derivada
primera:
82 x 829

o ~1,035
Y =T T2y T T11%2460
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Se concluye que la pendiente de la recta estando a 2m de uno de los extremos es
aproximadamente —1,035.

C32.

Si un ingeniero se sitla en uno de los focos, la cupula estara aproximadamente a 2,29m de
altura.

C33.
Se determina el centro de la elipse como el punto medio entre los dos focos:
OF, = (3,-2)
OFZ = (3, 6)
OF, — OF 3,6) —(3,—-2
pe-0F2=0F1_BO-G=D_ .

2 2
0C =0F{+F.C=(32)
IF1F2ll _||OF; — OF4]|
Cc = = = 4'
2 2
Luego ¢ = 4y permanece constante para cualquier elipse de la familia, por lo tanto, se
pueden considerar como paradmetros a o b.

Teniendo en cuenta que el eje focal es x = 3 (paralelo al eje y) y el centro C(3,2), si se toma
como parametro el valor del semieje menor b se tiene como ecuacion de la familia de
elipses:

x — 3)? —2)?
=3 O0-2°_
b? b? + 42
Si se considera como parametro el valor del semieje mayor a la ecuacion de la familia es:

(x—=3)? (-2
a? — 42 + a? -

C34.

Recurso Geométrico Interactivo RGI — Tangentes a una elipse por un punto exterior,
Capitulo 3 del Libro Interactivo Geometria Dinamica.

C35.

Como datos se tienen F;(—4,5) y F,(2,5) , a partir de ellos se determina c:
. _IFsFa|l _OF; — OF,| _

2 2
Luego el centro es C(—1,5), y la forma de la ecuacion de la conica es

(x+1? (y-5)7
a? + b2 B

b eR—{0}

1, a € (—o,—4) U (4,x)

1
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Se conoce un punto de la elipse P, (2,2), al ser su abscisa igual a la del foco, entonces P, es
uno de los extremos del lado recto. Por lo tanto:

[LR| b?
T ||F2Pol|

2

D i0,~3)]l = 3
=0, -3)ll =

De esta Gltima expresion y la relacion de los semiejes b? = a? — 33 se calcula el valor de a:

a’?—-9
3 =
a
a’*—3a—-9=0
3+ 3v5
a="———=4854

Al conocer el valor del semieje mayor, se determina el valor del semieje menor de la elipse:

14++/5
b=+a2-—9=3 — = 3816

Luego la ecuacion de la elipse es

(x+1)? | (y-5)?2 _
48542 ' 38162

Para que resulten mas sencillos los calculos en el desarrollo de las ecuaciones de las rectas
tangentes , se trabajara con la ecuacion general de la elipse, y al finalizar se sustituyen los
valores de a y b, obtenidos anteriormente. Se calcula la derivada primera de la ecuacién
de la elipse para encontrar las pendientes de las rectas tangentes que pasan el punto
exterior Q(10,4):
b?(x + 1)
)
Se define T(xr,yr) como el punto de tangencia: Luego el vector QT, dado por sus
componentes QT = (x; — 10, y; — 4), es un vector director de la recta tangente. Por lo
tanto, se puede expresar la siguiente igualdad:
b?(xr +1)  yr—4
- _az(yT—S) :xT— 10
Al trabajar algebraicamente se obtiene la siguiente ecuacion:
b2x% + a’y% — 9b%x; — 9a’yr + 20a? — 10b% = 0 [1]
Como T (xr, yr) pertenece a la elipse satisface su ecuacion, es decir:
b%x% + a’y? + 2b%x; — 10a?yy + 25a% + b2 —a?b?> =0 [2]
Se determina un sistema de ecuaciones con las ecuaciones [1] y [2]
{bzx% + a?y? + 2b%xy — 10a?y; + 25a% + b2 — a?b?> = 0
b2x2 + a’y2 — 9b%x; — 9a’yr + 20a% — 10b%2 =0
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11b?

a?

Al restar miembro a miembro ambas ecuaciones se obtiene y; =

2
Xr+5+ =5 — b?
Remplazamos en la ecuacién general de la elipse:
b%x% + 2b%x; + b% + a®(yy — 5)? —a?bh? =0

b2 2
—xr+5+

11
b2xZ + 2b%x; + b? + a?( "

Al sustituir los valores de ay b, y agrupar términos semejantes se obtiene la siguiente
ecuacion de segundo grado:

(25.673,91)x% — 58.578,26x; + 33.137,07 = 0
Cuyas soluciones aproximadas son:

xrq = 1,037,  yr =1,536

X1 = 1,24, Yr2 = 8,385

Con esta informacion de las coordenadas de los puntos de tangencia, es posible escribir
ecuaciones de las rectas tangentes L,y L, que pasan por el punto exterior Q(10, 4):

= b2 =57 —a’h? =0

yr1— 4
=———=00,275
(e T
Li:y =0,275x + 1,25
Yr2 — 4
=—=-0,50
mZ xTz - 10

Lz:y = _O,5x + 9

! - \ 10

Figura 5.5. Representacion gréafica del Ejercicio C35.

C36.

La ecuacion de la hipérbola es

x2
2

()

—y?=1.
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C37.

a) Para identificar de qué conica se trata, es necesario completar cuadrados y
encontrar su ecuacion cartesiana:
(x+2)> (+2)?
7
Por lo tanto se trata de una hipérbola equilatera con semieje real a =2, semieje

imaginario: b = 2, eje focal y = —2, distancia focal ¢ = 2v/2, su centro es C(—2,-2), los
focos F;(—4,82,-2) y F,(0,82, —2), vértices V;(—4,—-2) , V,(0,-2), V53(=2,—-4) y V,(=2,0),
|LR| = 4, extremos del lado recto B(—4,82,0),B(—4,82,—4) y A(0,82,0)y A’(0,82,—4).
Ecuaciones de las asintotas: y =x ; y=—x—4.

b) El foco de menor abscisa es F;(—4,82,—2), y los extremos del lado recto
correspondientes son B(—4,82,0)y B'(—4,82,—4).

Se deriva implicitamente la ecuacién de la hipérbola para determinar los vectores
directoresdelasrectas Ly y L,: 2x —2yy ' +4—4y" =0

, x+2
Y =312
Sea L, la recta tangente en el punto B, luego su pendiente es y" = _4(;?;2 = —/2, por lo

tanto, un vector director esta dado por: d;; = (1, —V/2). Sea L, la recta tangente en el punto
—4,82+2
—4+42

por:d,, = (1,4/2). El angulo comprendido entre las rectas se calcula como

=+/2, por lo tanto, un vector director esta dado

B’, luego su pendiente es y" =

dpidp; 1 , i
cos(0) = —122_ — _ 2 | yego 6 = 109°28°16,4
lldpall lldp2ll 3
c)
¥ (53 y é}
\__. . 4
7 4 N Lyy=-141x-6.83 L, e 1.41x +2.83
\ / B (483 0) 4
\ 2 o -5 -5 4 13 A2 41 0 1
- ' % 2 " ' ;.I..'- 3 o \\\\ A/
4 ri s - /
4 LR £ ] 1 3 Fyl (083 \ (
‘ N ® 29
/ L2001 , c \
B 83 e : ! /S \
s [ a=100.47% \
F R ™, 7 \
_,/ , -~ -3
¥ g
# .
s . B b ”
S [0} #*
s’
Gréfico inciso (a) Grafico inciso (b)

Figura 5.6. Representacion grafica del Ejercicio C37.
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C38.

—3)2 _7\2
La ecuacion de la hipérbola es £=3- — &=2)

——— — >~ =1, cuyos elementos son:
64 36

Centro: C(3,2); Focos: F,(13,2) , F,(—7,2); vértices: V;(11,2) , V,(-5,2), V3(3,8),
V,(3,—4);|LR| = 9; Puntos extremos del lado recto: A(-7,6.5),A(-7,—-2.5) B(13,6.5)
y B(13,-2.5);

Ecuaciones de las asintotas: y = %x -1/4 ; y= —Zx +17/4.

C3o0.
L. . ., . (x=2)%2 (y-2)?
a) La conica es una hipérbola de ecuacion cartesiana TP 1

Centro: C(2,2); focos: F;(7,2) , F,(—3, 2); vértices: V;(2,5) , V,(2,—1) V5(6,2),V,(—2,2);
|LR| = 4.5; extremos del lado recto A(7;4,5),A'(7;—-0,25), B(—3;4,5)y B'(—3;—0,25);
asintotas: y = Zx +1/2, y= —Zx +7/2.

b) El &ngulo comprendido entre las rectas tangentes a la conica en los puntos de
interseccion con L, es 6 ~ 86, 3°.

C4o.

— 2 _1\2
La ecuacién de la hipérbola es £=22- _ &1

2.86 3.39
las rectas tangentes a la conica que pasan por el punto Q(0,6):

Liiy= —-248x+6
La:y=441x+6

= 1, de la cual se deducen las ecuaciones de

C41.
AV
La ecuacién de una hipérbola con centro en C(h, k),y eje focal paralelo al eje y es (yaf) —
(x=h)?
——=1

Por definicion el lado recto es la cuerda focal perpendicular al eje focal, por lo tanto si
evaluamos la ecuacion de la conica en la ordenada del foco (h,c + k), se obtienen las
abscisas de los extremos del lado recto:

b? b?
ACh+—,c+k), A(h—=,c+k).

2
Luego |LR| = [|44"|| = 2=

C42.
Parabola:
Sea una parabola de ecuacién y? = 2px, tal como se indica en la Figura 5.7.

y
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A (p/2.-p)

Figura 5.7. Representacion grafica del Ejercicio C41.a.

La pendiente de la recta tangente en cualquier punto de la misma esta dada por:
y' = s. Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente a la parabola en los puntos

extremos del lado recto sera 1y -1, segun el extremo del lado recto que se considere.

Elipse

2 2
Sea una elipse de ecuacion z—z + % = 1, tal como se indica en la Figura 5.8.
La pendiente de la recta tangente en cualquier punto de la misma esta dada por:
; _ —xb?
==

Por lo tanto, la pendiente de la recta tangente en los puntos extremos del lado recto de
= seglin el extremo del lado recto que se considere.

una elipse seré& y —

a

' (e b fa)

Figura 5.8. Representacion grafica del Ejercicio C42.b.
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Hipérbola

Se realiza un analisis similar a los anteriores y se concluye que la pendiente de la recta
tangente en los puntos extremos del lado recto de una hipérbola con eje focal el eje x, sera

2 y —2 , segun el extremo del lado recto que se considere.

C43.

Figura 5.9. Representacion grafica del Ejercicio C43.

Sea Ly la recta tangente a la elipse en el extremo del lado recto correspondiente al foco
F;(c,0), en particular A(c,b?/a) .

Se dirige un haz de luz que sale del foco Fo.

El objetivo es demostrar que los angulos de incidencia y reflexién a y S respectivamente
gue forma la recta tangente con los rayos y cada uno de los focos de la elipse, son
congruentes.

El &ngulo a, se puede calcular a partir de

(d,AF1 )

cosa =———
IAFlldl
El angulo B se determina a partir de la expresion:

(d,AF )
IAF2 NIl

Se tienen como datos la ecuacion de la elipse

cosf =

X2 y2
;-l‘ﬁ—l.

Por lo tanto, el centro de dicha conica es €(0,0) y las coordenadas de los focos son:
Fi(c,0) y F,(—c,0).
La ecuacion de la recta tangente en A sera

b2
LT:y—:=m(x—c)

Donde la pendiente m es igual a y’ evaluada en A.
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Al derivar implicitamente y despejar la variable y’ de la ecuacion de la elipse, se obtiene
; _ —xb?

ya? ’

Ahora se puede determinar:

m=y', esdecirm=—=

Luego un vector director de dicha recta sera

d, = (a,—c)

Determinamos los vectores

AF{ = (0,—b?*/a)y AF, = (—2c¢,—b?/a).

Con la informacion y los datos que se han detallado se debe probar que a y f son

congruentes, o lo que es equivalente:

I dyll cosa=|ldgll cosf

Se desarrolla el primer miembro:

(d,AF1 ) {(a,—c),(0,—b?/a)) cb*/a
AN E L

Para el desarrollo del segundo miembro, se utiliza como vector director de la recta
tangente a

_dL = (_a! C)
El modulo del vector AF, esta dado por

2a%-b?

Idg Il cosa =

Il AF; lI=
gue se obtiene a partir de la definicion de elipse donde

Il AF, || + Il AF; lI= 2a.

Reemplazamos en la expresién || d; || cos 3, y obtenemos:

(dy, AFy ) (=@, ©),(=2¢,—b*/a)) _2ac—cb®/fa €4 —
Il AF, | 2a% — b2 2a% — b2 2a% — b2
a a a

I dyll cosp =

Se concluye que
I dyll cosa=|dgll cosp,

Es decir, a y 8 son congruentes.

5.8. SUPERFICIES
C44.
Ver el Capitulo de Superficies en el Texto Geometria Analitica para Ciencias e Ingenieria,

[Raichman, Totter].
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Representacion
Ecuacion Nombre Clasificacion grafica de la
superficie

x? y? z? Hiperboloide de SCCC. Superficie

92 16 1 dos Hojas Cuédrica con centro
x? y? Paraboloide SCSC. Superficie

9 T T 2z Eliptico Cuédrica sin centro
x* y* z% Hiperboloide de SCCC. Superficie

9 "4 16 1 una Hoja Cuédrica con centro
x? y? z? . SCCC. Superficie

FRET 1 Elipsoide Cuédrica con centro
x?  y? Paraboloide SCSC. Superficie

9 1 2z Hiperbolico Cuadrica sin centro
Tabla 5.1. Solucién del Ejercicio C45.

a) Elipsoide de semiejes a=8, b=4, ¢=5: no es una superficie de revolucion.

b) Hiperboloide de una hoja de semiejes a=3, b=3, ¢=2.5: adoptando como eje de la
superficie al eje z, se trata de una superficie de revolucion.

c¢) Hiperboloide dos hojas de semiejes a=1.5, b=2, c=1.5: eligiendo como eje de la superficie
al eje y, se trata de una superficie de revolucion.
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d) Paraboloide eliptico de semiejes a=1.75, b=1.25, c=4: adoptando como eje de la
superficie al eje z, se trata de una superficie de revolucion.

e) Paraboloide hiperbélico de semiejes a=1.5, b=1.5, ¢=3: no es una superficie de
revolucion.

Cq47.

Se selecciona el origen de coordenadas en el centro de la elipse y se representa la
semielipse solicitada en el plano yz. Con este sistema de referencia seleccionado la
semielipse se corresponde con a=50m; b=40m; c=30m. Luego la ecuacion de la semielipse
en coordenadas cartesianas sera:

2 2

y zZ

2500 1600
La cubierta solicitada es un semielipsoide de revolucion con eje de revolucion el eje z, cuya
ecuacion es:

=1 Vz=0;enelplanox=0

xZ yZ ZZ
= >
2500 T 2500 " 1600 L VZ=0
C48.

a) Ecuacion vectorial paramétrica de la curva interseccién solicitada:
(x,y,2)=(0.67-1.33 cos(t) , 1.33 sen(t) , 2.44+0.44cos(t)) , t €[0,2mn)

b) Ecuacion vectorial parameétrica de la curva proyeccion sobre el plano xy :
(x,y,2)=(0.67-1.33 cos(t), 1.33 sen(t),0), t € [0,2m)

C49.

Recurso Geométrico Interactivo RGI — Paraboloide Hiperbdlico, en el Capitulo 6 del
Libro Interactivo Geometria Dindmica.

5.9. LUGARES GEOMETRICOS EN COORDENADAS
POLARES, CILINDRICAS Y ESFERICAS

Cso.
La ecuacion de la elipse en las condiciones indicadas es:

.
p= 1+0.8cosf *
Cs1.
La ecuacion de la parabola en las condiciones indicadas es:
4.4

" 1-sen@’
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Cs2.
Ver Capitulo asociado a este eje tematico en el Texto Geometria Analitica para Ciencias
e Ingenieria, [Raichman, Totter].

Cs3.

a) p=10 Cilindro circular recto

b)) =n/6 Semiplano en el primer y quinto octante.
c)z=10 Plano paralelo al plano xy

Cs4.

a) 2x+5y+8z=0
b) p(2(sengpcosh ) + 5(senpsend) + 8(cosp)) =0
c) Se trata de un plano que pasa por el origen de coordenadas.

5.10. ROTACIONES Y TRASLACIONES EN EL PLANO Y EN
EL ESPACIO

La conica es una hipérbola. Si se trabaja con un nuevo sistema de ejes coordenados cuyos
vectores directores son las columnas de la siguiente matriz P:

2 -1
V5 45
P=17y 2
V5 45

Entonces, la ecuacién de la hipérbola en el nuevo sistema de ejes coordenados, resulta:

12 12

X y
———:1
2 2

La conica es una hipérbola. Si se trabaja con un nuevo sistema de ejes coordenados cuyos
vectores directores son las columnas de la siguiente matriz P:
1 -1

_|V2 V2
11

V2 2
La ecuacion en el nuevo sistema de ejes coordenados es:

5
—3(x' = 1/6)* +4 (¥ +5)* +225=0
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C57.

A partir de la informacion del vértice y el foco se determina el parametro p de la parédbola:
p

—=||VF

> = lIvFl

p =21

p = 2V5

La direccion de los ejes x’ y x” esté dada por el vector by = (2,1).
La direccién de los ejes y’ e y' esta dada por el vector: b, = (—1,2).
Con esta informacion se obtienen los vectores unitarios en ambas direcciones que seran
las columnas de la matriz P de transformacién ortogonal de coordenadas.
by (2,1
ul = = ——
b4l /5

(5%

_ by (-12)
I Y R
(1 2
w= (77
2 1
Luego P = ‘/f \/Zg , verificando que |P| = 1.
V5 V5

El eje focal de la pardbola coincide con el eje x”, por lo que la ecuacion de la parabola en

»n,_ .

el sistema de coordenadas x”’y” es:

y'"? = 4+/5 x" [1]
Para determinar las ecuaciones de traslacion, se necesitan las coordenadas del vértice
V(2,1) en el sistema de coordenadas x’y’.

La ecuacion de transformacion de coordenadas esta dada por X = PX', a partir de ella se
obtienen las coordenadas del vértice en el sistema x’y’ como X’ = PTX, obteniendo que:

Vx’y’(\/gl O)
Luego las ecuaciones de traslacion del sistema x”y” respecto de x’y’ son:
x" =x"—+5
= Vs 2]
y =Yy

Sustituyendo [2] en [1], se obtiene la ecuacién de la pardbola en el sistema de coordenadas
Xy’
y'2 = 4V5 (x' —/5)

Operando algebraicamente:
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y'2 —4/5x'+20=0 [3]
Analizando la ecuacion de la conica [3] en el sistema x’y’ y relacionando este resultado con

el teorema de los ejes principales en R?, obtenemos que f = 20 Y los valores de propios
0 0

0 1F

También se deduce la matriz K' = [—4+/5 0]

de lamatrizAson0 y 1.Porlotanto D = [

Conociendo las matrices Py D, obtenemos la matriz A a partir de la ecuacion
PTAP = D.

1 2
_|5 5
A= 4
5 5
Se calcula la matriz K, a partir de la ecuaciéon K’ = KP:
K =[-8 -—4]

Conociendo las matrices Ay K, y el término independiente f = 20, se determina una
ecuacion de la parabola en el sistema de coordenadas xy :

Lo 2 +4 28 4y 4+20=0
C58.

La superficie cuadrica es un paraboloide hiperbdlico. Si se trabaja con un nuevo sistema
de ejes coordenados cuyos vectores directores son las columnas de la siguiente matriz P:
-1

1
770
P=LL0
2 W2
0O 0 1

Entonces, la ecuacion en el nuevo sistema de ejes coordenados es:

.ylz _ ZIZ — xl

C59.

La superficie es un hiperboloide de dos hojas. Si se trabaja con un nuevo sistema de ejes
coordenados cuyos vectores directores son las columnas de la siguiente matriz P:

0 0 1
4
p=|5 “5 0
3 4
S |
5 5
Entonces, la ecuacion en el nuevo sistema de ejes coordenados es:
—x!"2 12 2112
156 39 +5=1
25 5 5
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6. TRABAJO INTEGRADOR DE CONTENIDOS
DE GEOMETRIA ANALITICA

6.1. INTRODUCCION

A partir de la resolucién de un problema de aplicacién de interés, en este Trabajo
Integrador de Contenidos de Geometria Analitica, se busca que los estudiantes:

e Planifiquen y desarrollen estrategias para la resolucién de problemas geomeétricos a
partir de la identificacion de los datos, la representacién de los mismos y el
establecimiento de relaciones, integrando los conocimientos adquiridos en una
situacién problema concreta.

e Analicen e interpreten resultados.

e Sean metodicos en la exposicion y en el registro de la informacion;

e Se comuniguen con precision y claridad en forma oral y escrita.

El problema integrador se refiere al cierre de un espacio definido por una planta
dada, en el que se trabaja en una primera etapa con dos cubiertas planas, formulando
problemas que incluyen contenidos de vectores, rectas y planos. Se plantea luego la
necesidad de utilizar un paraboloide hiperbdlico para dicha cubierta, involucrando
contenidos referidos a conicas y superficies cuadricas.

A medida que se avanza en los desarrollos de los contenidos del curso, el estudiante
resuelve cada parte del problema integrador, cuyas respuestas podrd ir cotejando con las
incluidas al final de este documento. Asi mismo se sugiere al estudiante la materializacion
de un modelo en escala reducida, (maqueta), a los efectos de visualizar apropiadamente
cada aspecto del problema y para ir corroborando los resultados obtenidos en las
resoluciones gréficas y analiticas.

La realizacion del Trabajo Integrador de Contenidos durante el desarrollo del curso
promueve el aprendizaje significativo para un mejor rendimiento en las instancias de
evaluaciones parciales durante el cursado. Por otra parte, el examen final de la asignatura
es una instancia de evaluacion planteada como una actividad de sintesis e integradora de
los contenidos. La condicion de aprobacion del examen final implica el dominio de los
contenidos conceptuales y procedimentales de todas las unidades tematicas del programa
de la asignatura, asi como también de las aplicaciones practicas y la articulacién de

contenidos entre si, trabajados durante el cursado.
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6.2. DESCRIPCION DEL TRABAJO INTEGRADOR DE
CONTENIDOS.

Se necesita realizar el cerramiento de un espacio cuya planta (proyeccién sobre el
plano xy) tiene forma romboidal de diagonales iguales de longitudes 2a (ver Figura 6.1.a).
Se tienen 4 puntales de longitud fija igual a 3,0 m cada uno de ellos, que se designan del
siguiente modo, tal como muestra la Figura 4.1.b:
Puntal 1: se extiende desde el punto A hasta el punto B.
Puntal 2: se extiende desde el punto B hasta el punto C.
Puntal 3: se extiende desde el punto C hasta el punto D
Puntal 4: se extiende desde el punto D hasta el punto A.
Desde los puntos B y D se extienden pasando por Ay por C dos cubiertas planas. Las

paredes también seran superficies planas.

AY

V)
>
XV

a) Vistaen Planta b) Puntales y seleccion del sistema de coordenadas

Figura 6.1. Representacidn del problema en estudio.

6.3. PARTE I: VECTORES

I .d. Recordando gue los puntales tienen longitud fija y considerando que la altura del

punto B(h) es igual a la longitud de la diagonal de la base romboidal, determine la posiciéon

de los extremos de los mismos (puntos A, B, Cy D) para lograr un volumen interior de 2v/6
m3.
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I . b Determine la longitud de las diagonales de la base romboidal.

I .C. Determine el 4rea de las 2 cubiertas planas que se delimitan entre los puntos A, By

D y entre los puntos C, By D.

I . d Determine el angulo que forman todos los puntales entre si.

6.4. PARTE Il: PLANOS

I I .. Determine las ecuaciones de los planos donde estaran contenidos los puntos de

las 2 hojas que componen la cubierta. (ver Figura 6.2).

I I . b Determine el angulo que forman dichos planos entre si.

Figura 6.2. Planos que conforman la cubierta.

I I . C. Escriba la ecuacion de la familia de planos que pasa por la interseccion de ambos

planos.

I I . d Determine la ecuacion del plano que pertenece a la familia de planos que pasa por

la interseccién de ambos planos y que sea plano bisector de los mismos. Identifique qué
plano resulta.

“e Determine la distancia desde el centro del espacio interior (origen de

coordenadas) hasta las cubiertas.
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I I f Determine en cada cubierta cuél es el punto del plano desde donde se mide dicha

distancia.

6.5. PARTE Il11: RECTAS

“Ia Determine las ecuaciones de las 4 rectas que contienen a los puntales.

Llamaremos L1 a la recta que contiene al puntal 1, L2 la que contiene al puntal 2, L3 la que
contiene al puntal 3y L4 a la recta que contiene al puntal 4.

I I I . b Identifique la posicidn relativa de estas 4 rectas entre si, tomadas de a pares.
I I I .C. Determine el angulo que forman dichas rectas, tomadas de a pares.

I I I . d i) Determine la distancia entre las mismas, tomadas de a pares. ii) Encuentre

los puntos en cada recta desde donde se miden las distancias calculadas.

I I I .e. i) Encuentre la interseccion de las rectas L1 y Ls con el plano z = v/6/2

(llamaremos a estos puntos M a la interseccion entre el planoy L1y P a la interseccién del

plano con Ls). ii) Encuentre la interseccién de las rectas L1y Ls con el plano z = v/6/4
(llamaremos a estos puntos K en L1 y R en L3). iii) Encuentre la interseccion de las rectas

L1y Ls con el plano z = 3v/6/4 (llamaremos a estos puntos N a la interseccion con L1y Q a
la interseccion entre el plano y L3). Represente graficamente.

I I I f Halle las distancias entre los puntos Ny R, entre My Py entre Ky Q.

I I I . g Llamaremos Ls a la recta que pasa por los puntos N y R, Le a la recta que pasa

por los puntos My Py L7 alarecta que pasa por los puntos Ky Q. Determine las ecuaciones
de estas 3 rectas.

6.6. Parte IV: SECCIONES CONICAS

Por motivos arquitectonicos y de optimizacion del tiempo de montaje vy
simplificacion de dicho proceso, se ha decidido cambiar las superficies planas que
formaban la cubierta por una superficie cuadrica denominada paraboloide hiperbolico
(Figura 6.3.a). Sabiendo que la interseccion de dicha superficie con los planos
coordenados xz e yz, son parébolas, (ver Figura 6.3.b) es necesario resolver lo siguiente:
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|Va Determine las ecuaciones de las parabolas mencionadas, de modo tal que la

altura interior sea /6/2. Halle los elementos caracteristicos de las parabolas
determinadas. Al vértice comun de ambas parabolas le llamaremos V.

Figura 6.3.a. Paraboloide hiperbdlico.

6 z V6 Z
D(0, - ﬁ V6) B(0, 5, V6) ~
2 | (0,0,v6)
Ay
N\
A}
N\
A
4 \
7 AN
, V6
! V (U.(_l,‘q)

N\ G
Vo, Y0 K
2

K i
\

X [} 3
y A(é ,0,0) c(- ? .0,0)

Figura 6.3.b. Interseccidn de la superficie con los planos coordenados.

IV b La cubierta a construir estara debajo de una linea Eléctrica de Media Tension

gue puede ser modelizada a través de una recta, a la que llamaremos Ls. Sabemos que esta
recta pasa por los puntos (5,0,7) y (-7, O, 10). Determine la minima distancia entre la recta
Lsy la pardbola que pasa por los puntos Ay C (contenida en el plano xz) y verifique que es
superior a los 3m exigidos como distancia de seguridad.
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6.7. PARTE V: SUPERFICIES CUADRICAS

V.a. Halle la ecuacién de la superficie cuadrica que contiene a la cubierta en estudio

(Figura 6.4.)

V. b Determine la interseccion de la superficie con el plano z = v6/2.

V.C. Indique si las rectas Ls, Le y L7 del problema I11.e pertenecen o no a la superficie

cuadrica. Justifique apropiadamente su respuesta.

D )

Figura 6.4. Cubierta en estudio.

6.8. Parte VI: COORDENADAS ESFERICAS

VI . dl. Determine las ecuaciones del paraboloide hiperbdlico en coordenadas esféricas.

V I . b Determine las coordenadas de los puntos A, B, Cy D en el sistema de referencia

planteado.

VI .C. Determine las coordenadas de los siguientes puntos pertenecientes a la

superficie.
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Punto 0] @ (S
S /o 0
Sz /4 0
S3 27‘[/3 0
Sa 1,732 n
Ss 1,268 /4

Punto M

6.9. RESPUESTAS.
PARTE I: Vectores

l.a.
Posicion de los extremos de los puntales (puntos A, B, C y D) para lograr un volumen
interior de 24/6 m3 :

V6

ACZ,0,0): B(0,2,v8) ; C(~2,0,0) ; D(0,~ %2, V6)

Otros puntos:

l.b.

Longitud de las diagonales de la base romboidal: 2a = V6
l.c.

Area de las 2 cubiertas planas: Area = 3+/5 = 6,7082 m?
l.d.

Angulo que forman los puntales entre si:
Puntales:

Puntal 1: 4B = v6(~1/5,1/,,1)  Puntal 2: AD = V6(~1/,,71/,,1)
Puntal 3: CB =v6(1/,,1/,,1)  Puntal 4: €D =V6(1/,,71/5,1))
Angulos:

AByCB : ¢, = arcos(%/5) = 48°11° 23" (0,841 rad)
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CByCD : ¢,, = arcos(2/3) = 48° 11" 23(0,841 rad)
CDyAD: ¢, = arcos(2/3) = 48° 11" 23(0,841 rad)
ABy AD: ¢, = arcos(2/3) = 48° 11 237(0,841 rad)
AByCD : ¢, = arcos(1/3) = 70° 31" 43,61"(1,23 rad)
CByAD : ¢,, =arcos(1/3) = 70° 31" 43,61"(1,23 rad)

PARTE Il : Planos

Il.a

Ecuaciones de los planos donde estardn contenidos los puntos de las 2 hojas que
componen la cubierta:

1 V6
7T1:X+ EZ—7=
1 V6
7T2:—X+ EZ—7=O

1.b.

Angulo que forman dichos planos entre si:

0, = arcos(—3/5) — 126052 11,63"

Observacion: Si m,: x — % z+ \/z_g =0,0,, = arcos(3/5) = 530

Il.c.
Ecuacion de la familia de planos que pasa por la interseccion de ambos planos:

- . 1 V6 1 V6
Familia completa: k; (x+ SZ— 7) +k, (—x+ S Z— 7) =0; ki,k; ER

Familia reducida: (x+ lz— ﬁ)+k(—x+ lz— E)=0; keR
2 2 2 2

A-Kx+ A+k) 2z-(1+k)L=0;keR

I.d.

Ecuacion del plano que pertenece a la familia de planos que pasa por la interseccion de
ambos planos y que sea plano bisector de los mismos.

x =0 (planoyz)

Il.e.
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Distancia desde el centro del espacio interior (origen de coordenadas) hasta las cubiertas:

d=[loPy|| = ¥° = \/é ~1,09m

1.1,

Puntos de los planos desde donde se mide dicha distancia:
2\/— \/—

enm : Py = ( 5 =)

enm,: P 2—(—£ 0 £)

PARTE Ill: Rectas
Il.a

Ecuaciones de las 4 rectas que contienen a los puntales.

Llamaremos L1 a la recta que contiene al puntal 1, L2 la que contiene al puntal 2, L3 la que
contiene al puntal 3y L4 a la recta que contiene al puntal 4:

L (xy.2) = (V6/5,0,0 )+ (= 1/, 15, 1) i hey €R
Ly: (x, y,Z)—< \/3/2 ,0,0)+k2(1/2,1/2,1);k2 €eR
Ly: (x,y,2 ( \/8/2 ,0,0)+k3(1/2,— 1/,,1); ks €R

Ly (x,y,z2 \/_/2,0 O)+k4( 1, =15,1) ks €R

11.b.

Posicion relativa de estas 4 rectas entre si, tomadas de a pares:

L: y L-: secantes; L: y Ls: alabeadas; L: y L,: secantes; L- y Ls: secantes; Loy Ly:
alabeadas; L3 y L4: secantes.

I1.c.

Angulo que forman dichas rectas, tomadas de a pares:
Angulo entre:

Liy Ly @, = arcos(2/3) = 48° 11" 23" (0,841 rad)
Ly Ly @, = arcos(1/3) =70°31"43,61" (1,23 rad)

Ly y Ly @, = arcos(?/5) = 48° 11" 23" (0,841 rad)

L,y Ly @,, arcos(2/3) =48° 11" 23" (0,841 rad)
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L,y Ly @, = arcos(l/g) = 70°31" 43,617 (1,23 rad)
Ly y Lyt @y, = arcos(z/g) =48° 11" 23" (0,841 rad)

11.d.

i) Distancia entre las mismas, tomadas de a pares:
L, y Ly dy; = 0 (punto de interseccion: B)

Ly y Ly dy3 = V3 =1,73m

L, y L, dys = 0 (punto de interseccion: A)

L, y Ls: d,3 = 0 (punto de interseccién: C)

L, y Lyt dyy =vV/3=173 m

L; y L, ds, = 0 (punto de interseccion: D)

i) Puntos de medicion de la minima distancia entre:
Entre lasrectas L; y Lj:

Vector normal a ambas rectas: ny3 = (1,—1,0)

Plano que contiene a L,y es paraleloanyz: m—x+y—z+ \/8/2 =0

Punto desde donde se mide la distancia en Ls: (Interseccion entre sty L3):

V6 V6 V6

enls: P3(——,——,5)
V6 V6 Ve
enL1: P1(7,7,7

Observacién: ||P1P3l| = dis = V3 =1,73m
Entre las rectas L, y Ly:

Vector normal a ambas rectas: n,4 = (1,—1,0)

Plano que contiene a L,y es paraleloa nyy: mnw:ix+y—z+ \/8/2 =0

Punto desde donde se mide la distancia en Ls: (Interseccion entre ;" y La):

Yo _ Vo Vo
4’ 4’2)

V6 V6 V6
ean: Pz(—7,7,7)

enlL,: Py(

Observacién: ||PyP4ll = dyy = V3 = 1,73 m

Il.e.

Intersecciones:
b) Rectas L1y Lz con el plano z = v/6/2
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En Li: M(?,? ,?) En Ls: P(—?,—? g

Observacion: se trata de los puntos P, y P

ii) Rectas L1y Lz con el plano z =6/4

En L K(2°,% ) EnLasR(- 22,- %0

iii) Rectas L1 y Lz con el plano z = 3v6/4

V6 3vV6 3v6 V6 3V6 3V6
8)

1.1,

Distancias entre los puntos Ny R, entre My Py entre Ky Q.
IMP| = V3 =1,73m

INR| = V18/, =~2,12m

IKQll = Y18/, =2,12m

1l.g.

Ecuaciones de las rectas Ls, Ls , L7 :
Ls : recta que pasa por los puntos Ny R

V6 3V6 3V6
LS: (x:J’»Z) = (?;T ;T) +k5 (1,1,1) ; k5 eER
Ls : recta que pasa por los puntos My P

V6 V6 6
Lei(x:}’;z)=(7,7,7>+k6(1,1,0);k6 €ER
L7 : recta que pasa por los puntos Ky Q

3V6 V6 6
Ly (xyz)=(222 ) 4k, (1,1,-1) 1k, €R

PARTE IV: Secciones conicas
IV.a.

Ecuaciones de las parabolas:

_E(Z_E): 52
En el plano xz: 2 2
y=0
3 V6 _ o
En el plano yz: {7(2_7) =Y
x=0

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 301



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

1V.b.
RectalLs: (x,y,z) =(50,7) + kg(4,0,—1) ; kg €R
Punto T de la parébola en el que la recta tangente tiene igual pendiente que la recta Ls

T(E, 0 ’ﬂg
16 128
recta Ls y la pardbola que pasa por los puntos Ay Ces d=6.8 m.

). Distancia de T a la recta Ls: d= 6.8 m. Luego, la minima distancia entre la

PARTE V: Superficies cuadricas
V.a.

Ecuacion de la superficie cuadrica que contiene a la cubierta en estudio:

x? y
[ + LA
\/5/2 \/5/2

2

= (z — ?) Paraboloide hiperbélico

V.b.
Interseccion de la superficie con el plano z = /6,2
Lo (x,,2) = (0,0,2) + ko(1,1,0) 1 ko €R
V6
L10: (x,y,Z) = (0,0,7) + klo(l,_l,O) X klO ER

V.C.

Las rectas Ls, Le y L7 del problema I1l.e pertenecen a la superficie cuadrica.
L pertenece a la superficie ya que el punto M de Ls es también punto de Lo

V6 V6 V6
M(???

Ls pertenece a la superficie ya que para todo valor de ks € R los puntos de Ls cumplen la

)ELgydlﬁ=dlg

ecuacion de la superficie: \/Z—Ek5+% = %ksé

L7 pertenece a la superficie ya que para todo valor de k, € R los puntos de L7 cumplen la
ecuacion de la superficie: - \/Z—gkr% =- \/Z—gkr%

PARTE VI: Coordenadas esféricas

Vl.a.

Ecuacion del paraboloide hiperbdlico en coordenadas esféricas:

V6
p?sen? ¢ (1 — 2cos?0) — p 5 cosp + 3/2=0
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También:

V6
p?sen? ¢ (sen?0 — cos?6) — p—cosp + 3/2=0

Coordenadas de los puntos A, B, Cy D:

Punto P (1))

Punto A \/8/ T/ 0
2

Punto B V30, ™/, —arctan(2) = 0,46365 T/
2

Punto C \/5/2 T/ 13

Punto D \/%/ T/, — arctan(2) = 0,46365 37T/2
2

Vli.c.

Coordenadas de los puntos dados:
Punto P () (S
Si 1,12 A 0
Sz 1,07 /4 0
Ss 1.88 2m/, 0
Punto M 3/2 6 T

7T/Z — arctan (i) = (0,6155 /4
V3
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7. PROBLEMA DE ARTICULACION

7.1. OBJETIVOS DE LA ACTIVIDAD DE ARTICULACION

Se plantea la resolucion de un problema de aplicacion de interés que permite
articular actividades entre las asignaturas Geometria Analitica y Estabilidad 11 de la
carrera de Ingenieria Civil. Esta actividad de articulacion puede extenderse a otros
espacios curriculares, tales como Estatica y Resistencia de Materiales de las carreras de
Ingenieria Industrial, de Petroleos y en Mecatronica.

A partir de estas actividades de articulacion se busca:

e Potenciar los procesos comprensivos y reflexivos de contenidos especificos de
Geometria Analitica y otros espacios curriculares, a partir de la resolucion de
problemas de articulacidon de interés para el estudiante de acuerdo a la carrera por
él elegida.

e Promover en el estudiante el desarrollo del interés por el conocimiento y el dominio
de los instrumentos analiticos y de visualizacion geométrica practica, propios de un

ingeniero.

e Brindar herramientas geométricas adecuadas para su utilizacion en las etapas
iniciales del proceso de disefio y/o verificacion de una estructura simple de la

Ingenieria.

7.2 PLANTEO DEL PROBLEMA A RESOLVER

7.2.1 Fundamentos.

En el ambito de la ingenieria en general y de la Ingenieria Civil en particular, en
muchas ocasiones se plantea la necesidad de realizar un relevamiento de una estructura
determinada con diversos fines. Se entiende por relevamiento, la recoleccion in-situ de
una serie de datos especificos de una estructura existente. Dichos datos son de diversa
indole, tales como dimensiones geométricas, caracteristicas de los materiales, estado de
conservacion de los elementos constituyentes, informacién del entorno de la estructura,

entre otros.
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Existen situaciones en las cuales, ya sea por laimportancia de la estructura, la falta
de disponibilidad de instrumentos de medicion adecuados, o por falta de mano de obra
necesaria para la realizacion del relevamiento completo y exhaustivo, es suficiente la

realizacion de un relevamiento aproximado y expeditivo del problema.

7.2.2. Presentacion del problemay ejemplo resuelto.

Se presenta la necesidad de relevar en forma aproximada las dimensiones de un
letrero de sefalizacion vial vertical, ubicado en una Ruta Nacional de la Republica
Argentina.

El relevamiento es aproximado y consiste en un registro fotografico del letrero y la
medicion de una longitud caracteristica del mismo, que en el presente caso la constituye
la altura de una marca determinada sobre la columna del letrero, ubicada a 1m de altura
sobre el nivel del terreno. A partir de dichos datos y de la fotografia obtenida es posible
determinar dimensiones y coordenadas de puntos especificos para ser utilizados en

calculos futuros.

7.2.3. Resolucion del problema.

Se presenta el caso de relevamiento a partir de una fotografia del letrero en estudio,
el cual se indica en este caso a partir de la Figura 7.1 a los efectos de lograr mayor claridad
en el procedimiento a utilizar.

La resolucion del problema planteado implica el seguimiento de los siguientes pasos:

1) En primer lugar, se selecciona un sistema de referencia con origen en un punto
caracteristico de la estructura a relevar. En este caso se selecciona el origen de
coordenadas en la base del letrero y el eje y-y coincidente con la columna de sostén del
mismo.

2) Determinacion de la escala geométrica no normalizada de la fotografia.

Longitud medida

Escala = =
scala = f Longitud real

1.6cm
100cm

= 0.016

En el presente caso: f =
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Yy
A C I | E
-I a.\‘.. l_"_l -

[ Y, ] I
B* ‘D F*

Longitud de referencia = 1.00m

SRS

Letrero sefializacion vial tipo Bandera doble bi-dintel

Figura 7.1. Representacidn gréfica del letrero en estudio.

3) Se determinan por medicion directa sobre la fotografia, las coordenadas de cada uno de
los puntos especiales de la estructura relevada. Es conveniente ordenar los datos en una
planilla de calculos tal como la indicada en la Figura 6.2.

Relevamiento geométrico de un letrero de senalizacion vial

Letrero tipo bandera doble ) )
_ longtudmedida | Escala | Coordenadas a
Pto. Caracteristico. Epxx | Eeyy B Eje x-x Eeyy i+ R xcgh B
cm cm cm cm
A 800 1150 0016 50000 _ 718.75 55
] 800 800 0016 50000 5000 ~® =8 u
c 2,60 1150 0,016 -162.50 718,75 a
D -2.650 8,00 0.016 -162.50 500,00 X
E 120 150 0.016 75,00 718.75 e
F 120 800 0,016 7500  500.00 )
G | am 150 0016 2075 1875 -
- 470 800 0.016 23.75 500,00 s
I 0,00 11.20 0,016 0.00 70000 =0 %0 20 X0 TO X0 0 W I IO M

Figura 7.2. Representacion gréfica del letrero en estudio.
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Las coordenadas finales reales de los puntos se determinan dividiendo la longitud
medida sobre la fotografia por el coeficiente de escala obtenido, tal como puede observarse
en el ejemplo de la tabla presentada. Cabe sefialar que también suele adoptarse un factor

de escala tal que al multiplicarlo por el valor medido permite obtener la magnitud real.

4) Una vez obtenidos los valores de las coordenadas de los puntos caracteristicos del

letrero, es posible transformar el problema a su forma vectorial y calcular aquellas

magnitudes que resulten necesarias para la estructura relevada.

Por ejemplo para obtener el area del letrero izquierdo es posible realizar los siguientes

célculos:

] i j k

Areal = ||AB A AC|| = 0 -218.75 0| =11337.5(218.75k)|| = ||73828.75k]|
337.5 0 0

Areal = 73828.75cm? = 7.4m?

7.2.4. Tareas a realizar:

De acuerdo a la letra inicial del apellido, cada estudiante resolvera un problema
determinado, calculando en primer lugar, las coordenadas de los puntos caracteristicos
del letrero de sefializacion 1 que le corresponda. A continuacion, y teniendo en cuenta las
coordenadas de los puntos RT1, RT2, RT3 obtenidos a partir de un relevamiento del
terreno, se determinaran las coordenadas de los puntos caracteristicos del letrero de
sefializacidn 2, de iguales caracteristicas que el primero, indicado en el corte longitudinal.
Finalmente, se hallardn las ecuaciones cartesianas paramétricas de las rectas que
contienen las columnas de ambos letreros y se calculara la distancia entre ellas. En las

Figura 7.3 a7.10 se indican los ocho tipos de problemas a resolver.

Problema Letra inicial del
Apellido
AGAE1 A-B
AGAE2 C-D
AGAE3 E-F
AGAE4 G-H
AGAE5 I-M
AGAE6 N-P
AGAE7 Q-R
AGAES8 R-Z
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Longitud de referencia = 1.00m

VISTA RELEVAMIENTO FOTOGRAFICO SERNALIZACION 1

r
SENALIZACION 1 SENALIZACION 2

RT1 RT2

CORTE LONGITUDINAL TERRENO segin X-X

RT1(200, 0, -12)m
RT2(380, 80, -12)m
RT3(850, 200, 15)m

Figura 7.3. Problema AGAE1

Jl+ J—

Longitud de referenda = 1.00m
y

VISTA RELEVAMIENTO FOTOGRAFICO SENALIZACION 1

z
SERALIZACI O 1 SEFALIZACION 2

* RT1 RT2

CORTE LONGITUDINAL TERRENO segtin X-X

RT1(200, 0, -15)m
RT2(380, 80, -15)m
RT3(850, 200, 10)m

Figura 7.4. Problema AGAEZ2.
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Z
A c E G |
— & - N bl -t i
- H—" A—_
& ' ') '
B D F H
J
Longitud de referenca = 1.00m
| | |||
y
VISTA RELEVAMIENTO FOTOGRARCO SENALZACION 1
Z
SERALIZACION 1 SERALIZACION 2
RT1 RT2
CORTE LONGITUDINAL TERRENO segln X-X
RT1(200, 0, -10)m
RT2(380, 80, -10)m
RT3(850, 200, 22)m

Figura 7.5. Problemas AGAES3.

z
A C
E+ ‘,f _________________ ___"\’ I<»
rr=—=== Tr——=7=777 TT 1M-="
[N} [N} [N [N
[N [N [N} [N}
I i i i
[N} [N} [N [N
[N 1 [N} [N}
ettt el
- L3
B D
J
Longitud de referencia = 1.00m

| | il

VISTA RELEVAMIENTO FOTOGRAFICO SENALZACION 1

RT1 RT2

CORTE LONGITUDINAL TERRENO segln X-X

RT1(200, 0, -12)m
RT2(380, 80, -12)m
RT3(850, 200, 15)m

Figura 7.6. Problemas AGAEA4.

S. Raichman, E. Totter, D. Videla, L. Collado, F. Codina, G. Molina, I. Cascone, G. Fitt, F. Cuervo 309



Geometria Analitica para Ciencias e Ingenierias. Actividades para el Aprendizaje

Longitud de referencia= 1.00m

el W

VISTA RELEVAMIENTO FOTOGRAFICO SENALIZACION 1

SERLIZACION 1
SERIALIZACION 2

* RT1 RT2 RT3

CORTE LONGITUDINAL TERRENO segln X -X

RT1(180, 0, 10)m
RT2(350, 50, 10)m
RT2(800, 100, -8)m

Figura 7.7. Problemas AGAE5

J -
Longitud de referencia= 1.00m
frari W)

y

VISTA RELEVAMIENTO FOTOGRAFICO SENALIZACION 1

z
SERALIZACION 1
SEMALZACION 2

x RT1 RT2 aTe

CORTE LONGITUDINAL TERRENO segln X -X

RT1(180, 0, 10)m
RT2({350, 70, 15)m
RT3{800, 120,-12)m

Figura 7.8. Problemas AGAES.
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Z
A C E G |
— S T S A > M
— A N — »
B D F H
J
Longitud de referencia= 1.00m
. E l Pt W
¥

VISTA RELEVAMIENTO FOTOGRAFICO SENALIZACION 1

z
SERALIZACION 1
SEFALIZACION 2
* RT1 RT2

RT3
CORTE LONGITUDINAL TERRENO segln X-X
RT1(180, 0, 10)m
RT2(250, 40, 10)m
RT3(750, 100, -15)m
Figura 7.9. Problemas AGAE?T.
Z
A C
E—-— by + I‘r
I 1
- ~
B D
J
Longitud de referencia = 1.00m
v l e
y

VISTA RELEVAMIENTO FOTOGRAFICO SENALIZACION 1

CORTE LONGITUDINAL TERRENO segun X-X

RT1(180, 0, 10)m
RT2(350,50, 10)m
RT3(800 150, -8)m

Figura 7.10. Problemas AGAES.
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